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� EINF�UHRUNG �

� Einf�uhrung

Die Merkmalsexploration der Formalen Begri�sanalyse �GW�
� ist ein relativ weit
verbreitetes Verfahren� um Regelwissen aus Datenmengen zu extrahieren� Man
hat dabei eine Menge von MerkmalenM sowie eine Datenmenge G � P�M� und
ermittelt in der Regel eine Basis von Implikationen �uber M � die G beschreiben�
Ein Problem� auf das man dabei immer wieder st�o�t� ist der Umstand� da� man
es hier stets mit H�ullensystemen von Merkmalsmengen zu tun hat� Bestimmte In�
formationen� insbesondere die Negation von Merkmalen� k�onnen dabei nicht oder
nur unzureichend erfa�t werden� An der Technischen Universit�at gab es bereits
���	 Bem�uhungen� Klauseln als Hintergrundinformationen mit in die Explorati�
on einzubeziehen� Als Ergebnis entstand das Computerprogramm IMPEX �I�	��
das tats�achlich eine verbesserte Merkmalsexploration erm�oglichte�
Die vorliegende Arbeit hat sich zum Ziel gesetzt� den mathematischen Hin�

tergrund dieses Programms in einer allgemeineren Fassung aufzuarbeiten� in dem
als Grundterme kumulierte Klauseln verwendet werden� Dabei handelt es sich
um aussagenlogische Terme der Form

V
A �

W
B�B

V
B� wobei A � M und

B � P�M�� Diese kumulierten Klauseln sind somit eine Verallgemeinerung von
Klauseln �

V
A �

W
B� und Implikationen �

V
A �

V
B�� In den einzelnen Ab�

schnitten wird dann schrittweise eine mathematische Theorie f�ur die kumulierten
Klauseln entwickelt�
F�ur Mengen kumulierter Klauseln hat man die �ublichen aussagenlogischen

Begri�e� z�B� Theorie� Modellklasse� Abgeschlossenheit usw� Diese werden im
zweiten Abschnitt noch einmal erl�autert und f�ur den Spezialfall der kumulierten
Klauseln charakterisiert�
Im dritten Abschnitt wird die Abgeschlossenkeit von Mengen L von kumulier�

ten Klauseln auf syntaktischemWege durch vier Interferenzregeln charakterisiert�
Man hat damit einen syntaktischen Ableitungsbegri��
Mit Hilfe der Modellklassen wird im Abschnitt � eine Ordnungsrelation auf

den kumulierten Klauseln de�niert� Unter Verwendung dieser Relation ist es
m�oglich� Mengen von kumulierten Klauseln zu verkleinern� ohne da� sich die
zugeh�orige Modellklasse �andert� Im zweiten Teil wird die Ordnungsrelation dazu
verwendet� spezielle erzeugende Mengen von Theorien zu konstruieren�
Im Abschnitt 	 werden die beiden Operatoren G��� und L��� eingef�uhrt� Und

zwar liefern diese zu einem X �M die minimalen Teilmengen bzw� Modelle� die
X enthalten� vergleichbar mit dem H�ullenoperator bei H�ullensystemen und Im�
plikationen� siehe �GW�
� S����� Wir werden in den folgenden Abschnitten stark
von ihnen Gebrauch machen� Die Hilfss�atze dieses Abschnitts charakterisieren
diese Operatoren�
Der Abschnitt 
 befa�t sich mit der Frage� wie zu einer Menge L � KK�M�

die Modellklasse Mod�L� ermittelt werden kann� Es wird dazu ein Algorithmus
angegeben�
Im siebenten Abschnitt wird die Frage beantwortet� wie

�
Basen� f�ur Mengen
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von kumulierten Klauseln aussehen k�onnen� Der hier verwendete Ansatz liefert
allerdings nur nichtredundante Mengen BG und keine minimalen Erzeugendensy�
steme�
Im Abschnitt � wird ein Verfahren vorgestellt� wie ein Erzeugendensystem

von Th�G� ermittelt werden kann� n�amlich BG�
Die Berechnung von L��� aus L � KK�M� kann unter Umst�anden recht

aufwendig sein� Deshalb betrachten wir in Abschnitt � erzeugende Mengen von
Th�G�� f�ur die diese Berechnung relativ einfach ist� In Anlehnung an �W��� ver�
wenden wir dazu den Begri�

�
transitivit�atsvermeidend�� Solche Mengen erlauben

die Berechnung von L��� in Linearzeit�
Im Abschnitt �� befassen wir uns mit Mengensystemen G � P�M�� bei de�

nen bereits das Auftreten von Merkmalen einer festen Menge ME � M auf die
restlichen Merkmale schlie�en l�a�t� In der Praxis sind diese restlichen ableitbaren
Merkmale dann auch meist als aussagenlogische Terme �uber den anderen Merk�
malen gegeben� Diese Arbeit rei�t diese Thematik allerdings kurz an und zeigt die
Verbindung zu den kumulierten Klauseln� Der erste Teil dieses Abschnitts befa�t
sich damit� welche Mengen kumulierter Klauseln solche Merkmale ausreichend
charakterisieren� Im zweiten Teil wird dann angegeben� wie man solche ausrei�
chenden Mengen konstruieren kann� und zwar f�ur die F�alle� da� die ableitbaren
Merkmale �uber Mengen oder aussagenlogische Terme de�niert sind� Der letzte
Teil er�ortert M�oglichkeiten� Theorien �uber einzelnen Teilmengen der Merkmals�
menge M zu ermitteln�
Der elfte Abschnitt befa�t sich mit dem Speziallfall der kumulierten Klauseln�

da� es h�ochstens eine Konklusionsmenge gibt�Wir sprechen dann von kumulierten
Hornklauseln� Die Ableitung solcher kumulierter Hornklauseln aus Mengen von
kumulierten Klauseln ist besonders einfach� Au�erdem geben wir einen Basissatz�
der besagt� da� BG f�ur Mengen kumulierter Klauseln minimal ist�
Mitunter interessiert man sich nur f�ur die kumulierten Hornklauseln� die aus

einer Menge von kumulierten Klauseln folgen� Dazu f�uhren wir in Abschnitt
�� einen weiteren syntaktischen Ableitungsbegri� ein� Anschlie�end zeigen wir�
wie man ein Erzeugendensystem f�ur die kumulierten Hornklauseln einer Theorie
Th�G� �nden kann�
Im ��� Abschnitt werden noch einmal die wichtigsten Algorithmen der vor�

angegangenen Abschnitte in optimierter und detailierter Form vorgestellt� Dabei
werden sie auch hinsichtlich ihres Aufwandes untersucht�
Unabh�angig von den vorgestellten Algorithmen kann man die Berechnungen

mit kumuliertenKlauseln in die �ublichen Komplexit�atsklassen einordnen� Mit die�
sen Problemen befa�t sich Abschnitt ��� Es wird beispielsweise gezeigt� da� das
Erf�ullbarkeitsproblem f�ur kumulierte Klauseln NP �vollst�andig ist� In den prakti�
schen Anwendungen hat man es jedoch meist� wie gezeigt wird� mit polynomialen
Problemen zu tun�
In Abschnitt �	 wird nun direkt die Verbindung zu den formalen Kontexten

der Formalen Begri�sanalyse gezogen� Solche Kontexte eignen sich hervorragend
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zur Repr�asentation von Teilmengen von M bzw� von Modellklassen von Mengen
kumulierter Klauseln �uber M � Die Gegenst�ande g � G des Kontextes werden
dabei mit ihrer Auspr�agung gI als Modelle aufgefa�t� Umgekehrt eignen sich
die kumulierten Klauseln� um die inneren Abh�angigkeiten der Gegenst�ande ei�
nes Kontextes zu untersuchen� Dazu k�onnen Kontexten beschreibende Mengen
kumulierter Klauseln zugeordnet werden� Im zweiten Teil des Abschitts werden
die Zusammenh�ange zwischen den Kontextkonstruktionen Direkte Summe und
Halbprodukt und den beschreibenden Mengen untersucht�
Zum Skalieren von mehrwertigen Kontexten werden h�au�g sogenannte Ele�

mentarskalen verwendet �De�nitionen siehe �GW�
� S��� ����� Wir geben in Ab�
schnitt �
 beispielhaft die kumulierten Klauselbasen der Gegenstandsinhalte der
h�au�gsten dieser Skalenkontexte an�
Sei P �� �P��� eine beliebige geordnete Menge� Dann kann man unter Ver�

wendung von P die verschiedensten Skalen konstruieren� Es ist allerdings ziem�
lich schwierig� wenn nicht gar unm�oglich� allgemeine Formeln f�ur die kumulierten
Klauselbasen anzugeben� weil dabei die Struktur von P sehr stark mit eingeht� In
Abschnitt � werden zumindest beschreibende Mengen f�ur die wichtigsten dieser
Standardskalen angegeben�
Im Abschnitt �� werden an Hand eines gr�o�eren Beispiels noch einmal einige

Verwendungsm�oglichkeiten kumulierter Klauseln f�ur die Formale Begri�sanalyse
demonstriert� So kommen z�B� Skalierungen mit kumulierten Klauseln� ableitbare
Merkmale und die Arbeit mit eingeschr�ankten Merkmalsmengen zu Einsatz�

� Motivation� Grundbegri�e

In �W��� wird ein allgemeiner Ansatz f�ur
�
Modelltheorien von bin�aren Relatio�

nen� vorgestellt� der als Basis f�ur die Theorien der Implikationen in H�ullensyste�
men verwendet wird� Er soll hier noch einmal skizziert werden� wir verwenden
ihn sp�ater jedoch f�ur allgemeine Mengensysteme�
Dazu betrachte man einen willk�urlich gew�ahlten Kontext �M�S� j��� Die Ele�

menteX �M hei�en dannModelle und die Elemente � � S sind die Formeln�
Man sagt

�
� gilt f�ur X� bzw�

�
X respektiert ��� wenn X j� �� Dies l�a�t sich

auch auf Mengen verallgemeinern� � � S gilt in G � M� wenn X j� � f�ur alle
X � G� � � ��
Au�erdem haben wir wie in jedem Kontext G� �� f� � S j �X � G � X j� �g

und �� �� fX � M j �� � � � X j� �g� Dann hei�e Th�G� �� G� die Theorie
von G und Mod��� �� �� ist die Modellklasse von ��
Eine Menge G � M bzw� � � S hei�t abgeschlossen� wenn sie ein Be�

gri�sumfang bzw� Begri�sinhalt ist� d�h� X � G� fXg j� Th�G� �� X � G
bzw� � � S� Mod��� j� f�g �� � � �� Daraus resultiert auch der �ubliche
H�ullenoperator ����� �� ����� der den Abschlu� der Teilmengen G � M� � � S
de�niert� G� �� G�� � Mod�Th�G�� und �� �� ��� � Th�Mod�����
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Eine Formel � � S ist �semantisch� ableitbar aus � � S �i�Z� � j� f�g��
wenn � in allen X gilt� in denen � gilt� d�h�

� j� f�g �	�
�
�X �M � fXg j� � �� X j� �

�
	� Mod��� � Mod�f�g�

	� � � ��

Zwei Formelmengen ��� �� � S hei�en �aquivalent� wenn ��� � �
�
�� Es ist dann

jede Formel in �� aus �� ableitbar und umgekehrt�
Eine Menge �� � S nennt man eine erzeugende Menge oder Erzeugen�

densystem von �� � S� wenn ��� � ��� Die Menge � � S hei�t nichtredun�
dant� wenn sie eine minimale erzeugende Menge von �� ist� d�h� wenn f�ur alle
�� � � stets ��� 
� �

�� � ist auch genau dann nichtredundant� wenn kein � � �
aus � n f�g ableitbar ist� Eine Menge � ist minimal� wenn sie eine erzeugende
Menge mit minimaler Kardinalit�at ist� d�h� f�ur alle �� � S mit j��j � j�j ist
��� 
� �

��
Wenden wir uns nun jener Instanz dieser Thematik zu� mit der sich die vor�

liegende Arbeit befa�t� Sei M eine beliebige Menge aussagenlogischer Variablen�
deren Elemente m �M wir auchMerkmale nennen� Dabei sei M im folgenden
stets endlich� Die Modelle seien Teilmengen von M � also M � P�M�� F�ur die
Formeln verwenden wir folgendes�

De�nition �� Eine kumulierte Klausel ist ein aussagenlogischer Term der
Form�

A�
�
B�B

�
B� wobei A �M� B � P�M��

�

Eine solche kumulierte Klausel � � �
V
A �

W
B�B

V
B� gilt f�ur eine Menge

X � M �also X j� ��� falls A 
� X ist oder es ein B � B gibt mit B � X�
Dabei nennt manA diePr�amisse und

W
B�B

V
B dieKonklusion� Die einzelnen

B � B sind die Konklusionsmengen�
Die konjunktive Normalform solch einer kumulierten Klausel ist�

a�A

a �
�
B�B

�
B �

Wenn die Konklusion die leere Disjuktion ist �also B � ��� gibt es keine Menge
X �M mit A � X� f�ur die die kumulierte Klausel gilt� Wir schreiben in diesem
Falle

V
A � � oder

V
A �  im Gegensatz zu

V
A �

V
�� was B � f�g

bedeutet� Diese Unterscheidung ist sehr wichtig� da eine kumulierte Klausel der
letzteren Art einfach f�ur alle X �M gilt�
Die kumulierten Klauseln sind eine Verallgemeinerung� welche gleicherma�en

Klauseln �
V
A�

W
B� und Implikationen �

V
A�

V
B� umfa�t�
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De�nition ��

KK�M�N� ��
n�

A�
�
B�B

�
B
��� A �M�B � P�N�

o

sei die Menge der kumulierten Klauseln von M nach N � Den Spezialfall
KK�M�M� nennen wir kurz kumulierte Klauseln �uberM und schreiben daf�ur
auch KK�M�� �

Zu jedem Kontext �M�S� j�� gibt es einen isomorphen Kontext �G�L� j�� mit
einer Menge M und G � P�M�� L � KK�M�� Ein solcher Kontext l�a�t sich
leicht angeben� man setze z�B��

M �� M

G �� ffXg j X �Mg

L ��
n
�� �� �

�
� �

�
fX �M j X j� �g

��� � � So

Die Konklusionsmengen sind dabei h�ochstens einelementig� es handelt sich also
eigentlich um Klauseln�

Beispiel ��

Sei M �� fg�� g�� g�g und S �� f��� ��� ��g mit neben�
stehendem Kontext f�ur j��Relation�
Die entsprechende Beschreibung mit Klauseln ist�

M �� fg�� g�� g�g

M �� ffg�g� fg�g� fg�gg

S �� f��� � �� � g� � g��� ��� � �� � g��� ��� � �� � g��g

�� �� ��

g� �
g� � �
g� �

Betrachten wir nun � � �
V
A�

W
B�B

V
B� und die zugeh�orige Modellklasse

Mod��� � fX � M j A 
� Xg �
S

B�BfX � M j B � Xg� Bez�uglich der
geordneten Menge �P�M���� ist Mod��� also die Vereinigung von einem Ideal
�P�M� nA�� und einem Filter �B���
F�ur jede kumulierte Klausel� deren Modellklasse nicht ganz P�M� ist� gibt

es eine �aquivalente kumulierte Klausel� f�ur die die Summe der M�achtigkeit der
Pr�amisse und der Konklusionsmengen minimal ist� und zwar

�
A�

�n�
B nA

��� �B �A� � min��fB �A j B � Bg�
o
�

Die kumulierten Klauseln erm�oglichen es� aus P�M� ein einzelnes Element
�
her�

auszuschneiden�� Sei f�ur X �M

��X� �� �
�

X �
�

X�B�M

�
B� �
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Dann ist Mod���X�� � P�M� n fXg� Somit kann mit kumulierten Klauseln jede
beliebige Teilmenge G � P�M� beschrieben werden�

G � Mod�f��X� j X �� Gg� �

Wenn wir im folgenden mit der Theorie Th�G� earbeiten� meinen wir die Menge
aller kumulierten Klauseln aus KK�M�� die von G respektiert werden� Aus der
obigen Bemerkung folgt daher

G � Mod�Th�G�� �

Am Ende des Abschnitts noch einige Bemerkungen zur Notation� F�ur die Ele�
mente von M werden in dieser Arbeit in der Regel Kleinbuchstaben verwendet�
Teilmengen von M werden in lateinischen Gro�buchstaben notiert� Teilmengen
vonP�M� sind in gro�en Frakturlettern gesetzt� Kumulierte Klauseln werden mit
kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet� Mengen von kumulierten Klauseln
mit kalligraphischen Gro�buchstaben�
Bereits bei kleineren Beispielen f�allt auf� da� die volle Schreibweise von kumu�

lierten Klauseln eher un�ubersichtlich ist� Wir wollen daher bei den Beispielen eine
vereinfachte und leicht ver�anderte Schreibweise zulassen� Stattm��m��m��� � ��
mr schreiben wir m��m��m�� � � � �mr� F�ur die bin�are Disjunktion verwenden wir
das Zeichen j in Analogie zur BNF�Notation� wobei diese stets schw�acher bindet
als die Konjunktion� Die kumulierte Klausel �

V
fa� bg �

W
B�ffb�cg�fc�dgg

V
B� �

�a � b � �b � c� � �c � d�� schreibt sich dann �a� b � b� c j c� d�� F�ur die leere
Konklusion verwenden wir stets �
Diese doppelte Schreibweise mag anf�anglich verwirren� macht die Beispiele

jedoch deutlich �ubersichtlicher� wogegen bei mathematischen Betrachtungen die
exakte aussagenlogische Schreibweise vorteilhafter ist�

� Syntaktische Ableitungsregeln f�ur kumulierte

Klauseln

Im vorangegangen Abschnitt wurden die Abgeschlossenkeit von Mengen von ku�
mulierten Klauseln und die Ableitbarkeit auf semantischem Wege de�niert� d�h�

�uber die Modelle� Es ist jedoch auch m�oglich� direkt aus der Menge weitere ku�
mulierte Klauseln abzuleiten� bzw� die Abgeschlossenheit zu pr�ufen� Eine solche
syntaktische Charakterisierung der Abgeschlossenheit durch vier Interferenzre�
geln� und damit einen syntaktischen Ableitungsbegri�� liefert der erste Satz� An�
schlie�end werden noch einmal die Spezialf�alle dieser Regeln betrachtet� die f�ur
Implikationen und Klauseln relevant sind�

Satz � Eine Menge L � KK�M� ist genau dann abgeschlossen� wenn die folgen�
den Ableitungsregeln gelten�
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�K��� Identit	at�
�
V
A�

V
A� � L f	ur A �M �

�K
�� Pr	amissenerweiterung�
Wenn �

V
A�

W
B�B

V
B� � L� dann �

V
A � C �

W
B�B

V
B� � L

f	ur C �M �
�K��� Konklusionserweiterung�

Wenn �
V
A�

W
B�B

V
B� � L� dann �

V
A�

W
B�B�fCg

V
B� � L

f	ur C �M �
�K��� Substitution�

Wenn �
V
A�

W
B�B

V
B� � L� D � B und

�
V
A �D �

W
C�C

V
C� � L�

dann �
V
A�

W
B��BnfDg��C

V
B� � L�

Beweis� Die Korrektheit der Ableitungsregeln ist leicht einzusehen� Wenn ei�
ne Menge X � M die Voraussetzungen einer der Ableitungsregeln respektiert�
so respektiert sie auch die abgeleitete kumulierte Klausel� d�h� die abgeleiteten
kumulierten Klauseln sind in L� enthalten�
Es ist nun noch die Vollst�andigkeit der Regeln zu zeigen�

Sei �
V
X �

W
Y �Y

V
Y � � L�� Es wird nun gezeigt� da� diese kumulierte Klausel

mit Hilfe der Regeln aus L abgeleitet werden kann� Zun�achst bilden wir eine Folge
von Teilmengen von P�M�

fXg �� X�� X�� X�� ���� Xn �� X

nach folgender Bildungsvorschrift� Wenn es ein Zi � Xi gibt mit Zi 
j� �
V
A �W

B�B

V
B� � L� dann

Xi	� �� Xi n fZig �
�
B�B

fB � Zig �

solange� bis X respektiert L� Diese Bildungsvorschrift ist nicht deterministisch�
der Algorithmus terminiert aber� denn kein Xi � P�M� kann in dieser Folge
mehrmals vorkommen� wie man folgenderma�en sieht� Angenommen� es g�abe
zwei Mengen Xm � Xn mit m � n� Dann betrachten wir den �Ubergang von Xi

nach Xi	� und das dabei verwendete Zi� O�enbar gilt�

�� Zi � Xi� Zi �� Xi	�

�� F�ur Y � Xi	� n Xi ist Zi � Y �

Sei nun Z � min�fZi j i � m� � � n��g ein minimales Zi� das bei den �Uberg�angen
von Xm nach Xn verwendet wird� Dann ist Z � Xm und Z �� Xn� also Widerspruch
zur Annahme Xm � Xn� Somit kommt in der Folge X��X�� ����Xn jede Teilmenge
von P�M� h�ochstens einmal vor� also terminiert das Verfahren� denn P�M� ist
endlich� da M endlich�
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Mit Hilfe der Ableitungsregeln l�a�t sich nun
V
X �

W
U�X

V
U ableiten� und

zwar zeigt man dies induktiv �uber die Zwischenschritte
V
X �

W
U�Xi

V
U �

Induktionsanfang� �
V
X �

W
U�X�

V
U� � �X � X� gilt nach Regel ����

Induktionsschritt�
V
X �

W
U�Xi

V
U kann abgeleitet werden� Der �Ubergang von

Xi zu Xi	� erfolgte �uber
V
A�

W
B�B

V
B mit Zi � Xi durch Xi	� �� Xi nfZig�S

B�BfB � Zig� Da Zi diese kumulierte Klausel nicht respektiert� gilt A � Zi�
Dann ist�

Zi �
�
B�B

�
B �nach �K���

�
B � Zi �

�
B � Zi �nach �K���

�
Zi �

�
B�B

�
�B � Zi� �jBj mal �K���

�
X �

�
U�Xi

�
U �nach Induktionsvoraussetzung�

�
X �

�
U�XinfZig

�
U �

�
B�B

�
�B � Zi� �nach �K���

�
X �

�
U�Xi��

�
U �nach De�nition von Xi	��

Also l�a�t sich
V
X �

W
U�X

V
U mit Hilfe der Regeln ableiten� Au�erdem gibt

es zu jedem Z � X ein Y � Y mit Y � Z� W�are dies nicht der Fall� w�urde
Z die Menge L respektieren� aber nicht

V
X �

W
Y �Y

V
Y �da X � Z nach

Bildungsvorschrift von X�� somit w�are diese kumulierte Klausel nicht in L�� also
ein Widerspruch�
Somit kann

V
X �

W
U�X

V
U weiter umgeformt werden� Man verwendet

wieder eine Folge von Mengen� und zwar

X �� X��� X
�
�� X

�
�� ���� X

�
m �� X

�

mit der folgenden Bildungsvorschrift� Sei Zi � X�i mit Zi �� Y� Nach obiger
Bemerkung gibt es dann ein Yi � Y mit Yi � Z� Damit bildet man X�i	� ��
X�i n fZig � fYig� Das Verfahren bricht ab� wenn X

� � Y�
Induktiv l�a�t sich nun

V
X �

W
U�X�

V
U �uber die Zwischenschritte

V
X �W

U�X�
i

V
U ableiten�

Induktionsanfang� �
V
X �

W
U�X�

�

V
U� � �

V
X �

W
U�X

V
U�� klar�

Induktionsschritt�
V
X �

W
U�X�

i

V
U kann abgeleitet werden� Der �Ubergang von

X�i zu X
�
i	� erfolgte �uber Yi � Zi� Dann ist�
Yi �

�
Yi �nach �K����

Yi � Zi �
�

Yi �nach �K���
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�
Zi �

�
Yi �da Yi � Zi��

Zi �X �
�

Yi �nach �K����
X �

�
U�X�

i

�
U �nach Induktionsvoraussetzung�

�
X �

�
U�X�

infZig�fYig

�
U �nach �K���

�
X �

�
U�X�

i��

�
U �nach De�nition von X�i	��

Also l�a�t sich
V
X �

W
U�X�

V
U mit Hilfe der Regeln ableiten�

Im letzten Beweisschritt kommt nun endlich die Regel �K�� zum Zuge� X�

wird schrittweise zu Y erweitert� Wir betrachten dazu die Folge von Mengen

X� �� X���� X
��
�� X

��
�� ���� X

��
p �� Y

mit der folgenden Bildungsvorschrift� Wenn es ein Zi � Y mit Zi �� X��i gibt� dann
sei X��i	� �� X

��
i � fZig� O�ensichtlich gilt stets X

��
i � Y� Da� sich nun

V
X �W

U�Y

V
U ableiten l�a�t� zeigt man wieder induktiv �uber die ZwischenschritteV

X �
W
U�X��

i

V
U �

Induktionsanfang� �
V
X �

W
U�X��

�

V
U� � �

V
X �

W
U�X�

V
U�� klar�

Induktionsschritt�
V
X �

W
U�X��

i

V
U kann abgeleitet werden� Dann ist

�
X �

�
U�X��

i

�
U �nach Induktionsvoraussetzung�

�
X �

�
U�X��

i �fZig

�
U �nach �K��

�
X �

�
U�X��

i��

�
U �nach De�nition von X��i	��

Also l�a�t sich
V
X �

W
Y �Y

V
Y mit Hilfe der Regeln ableiten� �

Diese Regeln liefern gleichzeitig eine algorithmische M�oglichkeit� auf syntak�
tischem Wege den Abschlu� einer Menge L von kumulierten Klauseln zu bilden�
Die Regeln �K�� � �K�� fordern �in Abh�angigkeit von L�� da� bestimmte kumu�
lierte Klauseln in L� sein m�ussen� Diese f�ugt man einfach zu L hinzu� Diesen
Proze� wiederholt man iterativ� bis L �K����K�� erf�ullt� Es ist dann L � L��
Als Spezialf�alle bzw� durch Ableitung erh�alt man die �ublichen Regeln f�ur

Implikationen �Armstrong�Regeln��

�A��� �
V
A�

V
A� � L f�ur A �M �

�A��� Wenn �
V
A�

V
� B� � L� dann �

V
A � C �

V
B� � L f�ur C �M �

�A��� Wenn �
V
A�

V
B�� �

V
B � C �

V
D� � L� dann �

V
A � C �

V
D� � L�
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und Klauseln und Implikationen

Wenn �
V
A�

W
B� � L und �

V
A � fbg �

V
C� � L f�ur alle b � B�

dann �
V
A�

V
C� � L�

und den Zusammenhang zwischen kumulierten Klauseln und Implikationen

Wenn �
V
A�

W
B�B

V
B� � L mit B 
� �� dann �A�

T
B� � L�

Wir verwenden im folgenden das Symbol � als Zeichen f�ur syntaktische Ablei�
tung nach Regeln�

Beispiel ��

M �� fa� a� b� bg

L �� f�� � a j a�� �a� a��� �� � b j b�� �b� b��� �a� b�g

Aus dieser Menge kumulierter Klauseln kann nun �b� a� gefolgert werden�

�� � a j a�
�a� b�

�
�K
�

� �� � b j a�
�K��

� �b� b j a�

�b� b� �

	

�

�K
�

� �b� a�

� Bereinigte Mengen kumulierter Klauseln

Mit Hilfe der Modellklassen kann man eine Ordnungsrelation auf den kumu�
lierten Klauseln de�nieren� Unter Verwendung dieser Relation� die auch direkt
charakterisiert werden kann� ist es m�oglich Mengen von kumulierten Klauseln zu
verkleinern� ohne da� sich die zugeh�orige Modellklasse �andert� Es werden also
�uber��ussige kumulierte Klauseln entfernt� dazu wird eine Bereinigung de�niert�
Im zweiten Teil wird die Ordnungsrelation dazu verwendet� spezielle erzeugende
Mengen von Theorien zu konstruieren�
Laut De�nition �siehe Abschnitt �� sind zwei kumulierte Klauseln �� � �

KK�M� �aquivalent �i�Z� � � ��� wenn Mod��� � Mod���� In Analogie dazu
de�nieren wir�

De�nition �� Auf KK�M� sei eine Relation � erkl�art durch

� � � �	� Mod��� � Mod��� f�ur �� � � KK�M��

Dazu sei � die �ubliche re�exive Erweiterung� �

Da � auf P�P�M�� eine Ordnungsrelation ist� ist auch � eine Ordnung und
�KK�M���� eine geordnete Menge� Diese Relation l�a�t sich auch direkt ohne die
Verwendung der Modellklassen charakterisieren�
Zun�achst ben�otigen wir dazu einen weiteren Begri�� Eine kumulierte Klausel

� � KK�M� hei�e tautologisch� wenn Mod��� � P�M��
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Hilfssatz � Sei � � �
V
A�

W
B�B

V
B� � KK�M�� Dann sind 	aquivalent�

�� � ist tautologisch


� Es gibt ein B � B mit B � A�

�� A j� �

Beweis�
��� �� ���� Klar� da A � P�M��
��� �� ���� A j� �� d�h� es mu� ein B � B geben mit B � A� also gilt ����
��� �� ���� Sei X � P�M�� Wenn X 
� A� dann X � Mod���� Wenn X � A�
dann B � A� somit X j� �� also X � Mod���� �

Hilfssatz � Seien � � �
V
A� �

W
B�B�

V
B�� � � �

V
A� �

W
B�B�

V
B� �

KK�M� und � sei nicht tautologisch� Dann dann ist � � � genau dann� wenn
A� � A� und es f	ur alle B � B� ein C � B� gibt� mit C � A� � B�

Beweis�

�
���� Weil � nicht tautologisch� ist A� �� Mod���� Da � � � ist auch A� ��
Mod���� daher mu� A� � A� sein�
Sei B � B�� Dann ist A� � B � Mod���� also A� � B � Mod���� Da A� �

A� �B� mu� es ein C � B� geben mit C � A� �B�

�
	��� Sei X � Mod���� Wenn A� 
� X� dann ist X � Mod���� Ansonsten ist
A� � X� Damit ist auch A� � X und es gibt ein B � B� mit B � X� Somit
gibt es ein C � B� mit C � B �A� � X� also X � Mod���� �

Daraus folgt sofort

� � � �� A� � A� ����

Wenn � � �� dann l�a�t sich � aus � ableiten �da Mod��� � Mod����� Mit Hilfe
der Regeln �K�� � �K�� geschieht dies folgenderma�en�
�� Fall� � ist nicht tautologisch�

A� �
�

B�B�

�
B ���

�
A� �

�
B�B�

�
B �da A� � A� �K���

�
B � A� �

�
CB �f�ur B � B�� CB � B�� da � � ��

�
A� �

�
B�B�

�
CB �jB�j mal �K���

�
A� �

�
B�B�

�
B �denn f�ur alle B � B� gilt CB � B�� �K���
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� Fall� � ist tautologisch� nach Hilfssatz � gibt es ein C � B� mit C � A���
C �

�
C ��K����

A� �
�

C �da C � A� �K����
A� �

�
B�B�

�
B �da C � B�� �K���

Mit der ��Relation k�onnen wir nun Mengen von kumulierten Klauseln redu�
zieren� ohne da� sich die zugeh�orige Modellklasse �andert�

Hilfssatz � Sei L � KK�M� und �� � � L mit � � � und � 
� �� Dann ist

Mod�L� � Mod�L n f�g� �

Beweis� Da � � �� ist Mod��� �Mod���� Mit � � L n f�g folgt dann

Mod�L n f�g� �Mod��� � Mod��� �

Damit erh�alt man

Mod�L� � Mod�L n f�g� �Mod��� � Mod�L n f�g� �

�

Es bietet sich daher folgender Reduktionsoperator an�

De�nition �� Die Funktion clr � P�KK�M��� P�KK�M�� mit

clr�L� �� min��L�� f�ur L � KK�M�

hei�t Bereinigung� Eine Menge L � KK�M� hei�t bereinigt� wenn clr�L� � L
gilt� �

Nach den vorangegangen Hilfss�atzen hat clr��� folgende Eigenschaften�

Hilfssatz � Sei L � KK�M�� Dann gilt�

�� clr�clr�L�� � clr�L�


� Mod�L� � Mod�clr�L��

�� L� � clr�L��
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Diese Aussagen folgen leicht aus den obigen �Uberlegungen� Man kann clr��� al�
so nutzen� um �uber��ussige kumulierte Klauseln aus L zu entfernen� Allerdings ist
dieser Begri� der �Uber��ussigkeit relativ schwach� da die

�
bez�uglich Transitivit�at

�uber��ussigen� kumulierten Klauseln nicht mit erfa�t werden�

Beispiel ��

Sei M � fa� b� c� dg und

G � ffbg� fcg� fa� cg� fb� cg� fb� dgg �

h h h h
a b c d

In G be�nden sich genau die Knotenmengen� bei deren Entfernung der nebenste�
hende Graph in zwei Teile zerf�allt� Es ist dann beispielsweise

�a� c� � �a� a� c�

�a� b� � � �a� b� c� �

Man kann die Bereinigung nutzen� um einfache erzeugende Mengen der Theo�
rie einer Menge G � P�M� anzugeben� Dazu de�nieren wir zun�acht eine neue
Eigenschaft kumulierter Klauseln�

De�nition 	� Eine kumulierte Klausel � � KK�M� hei�t schlicht bez�uglich
G � P�M�� wenn � minimal ist bez�uglich G j� �� d�h � � Th�G� und

� � Th�G�� � � � �� � � � �

�

DieMenge der schlichten kumuliertenKlauseln bez�uglichG ist also clr�Th�G���
F�ur solche kumulierten Klauseln gilt auch die R�uckrichtung von ����

Hilfssatz 	 Seien � � �
V
A� �

W
B�B�

V
B�� � � �

V
A� �

W
B�B�

V
B� �

KK�M� schlicht bez	uglich G � P�M�� Dann gilt

A� � A� 	� � � � �

Beweis� Die R�uckrichtung folgt aus Hilfssatz � bzw� ���� es ist also nur noch

�
�� � zu zeigen�
Dazu de�nieren wir

� �� �
�

A� �
�

C�B��D�B�

�
C �D� �

O�enbar gilt G j� � und alle X � M � die � respektieren� respektieren auch ��
also � � �� Da � schlicht� mu� � � � gelten� Analog folgt � � � und damit
� � �� �

Mit Hilfe der schlichten kumulierten Klauseln k�onnen wir nun Erzeugenden�
systeme konstruieren�

De�nition 
� Sei G � P�M�� Eine Menge S � KK�M� hei�t schlicht bez�uglich
G� wenn gilt�
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�� Alle � � S sind schlicht bez�uglich G�

�� F�ur alle � � KK�M�� die bez�uglich G schlicht sind� gibt es genau ein � � S
mit � � ��

�

Es ist dann S � clr�Th�G��� Solche schlichten Mengen haben folgende Eigen�
schaften�

Satz � Sei S � KK�M� schlicht bez	uglich G � P�M�� Dann ist�

�� Mod�S� � G�


� F	ur L � KK�M� mit G j� L gibt es f	ur jedes � � L ein � � S mit � � ��

�� S ist maximale Antikette in Th�G��

�� Aus S kann Th�G� mit Hilfe der Regeln �K��� �K
�� �K�� und �K�� abge�
leitet werden� wobei

�K��� Substitution�
Wenn �

V
A�

W
B�B

V
B� � L� D � B und C � A �D� dann

�
V
A�

W
B��BnfDg��fCg

V
B� � L�

Beweis�
Wir zeigen zuerst ���� S ist Antikette� denn� Angenommen� es g�abe �� � � S mit
� � �� Da � schlicht ist� ist dann � � �� Somit gibt es f�ur � mindestens zwei
�aquivalente kumulierte Klauseln in S� n�amlich � und �� im Widerspruch dazu�
da� S schlicht ist�
Da� S maximal sein mu�� sieht man folgenderma�en� Sei � � Th�G�� Dann

gibt es sicher ein � � clr�Th�G�� mit � � �� � ist dann schlicht� also gibt es ein
� � S mit � � �� also ist � � �� Somit sind alle Elemente von Th�G�� mit einem
� � S vergleichbar�
Die Aussage ��� folgt unmittelbar aus den �Uberlegungen f�ur ���� Da G j� L�

ist L � Th�G��� Nach obiger Argumentation gibt es f�ur jedes � � L ein � � S
mit � � ��
Aussage ��� folgt wiederum aus ���� Es ist

G � Mod�Th�G�� �
�

��Th�G�

Mod��� �

Da G j� Th�G�� gibt es f�ur alle � � Th�G� ein � � S mit � � �� d�h� also
Mod��� �Mod���� Somit ist

G �
�

��Th�G�

Mod��� �
�
��S

Mod��� � Mod�S� �
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Nun zum Beweis von Punkt ���� Nach ��� gibt es f�ur jedes � � Th�G� ein � � S
mit � � �� Auf Seite �� wurde gezeigt� da� dann � aus � abgeleitet werden kann�
wobei die Regel �K�� nur in ihrer abgeschw�achten Form �K��� verwendet wurde�
Somit ist ganz Th�G� auf diese Weise ableitbar� �

Das Arbeiten mit solchen schlichten Klauseln kann von daher interessant sein�
da sich beim Ableiten unter Verwendung von �K��� die Anzahl der Konklusions�
mengen einer kumulierten Klausel nicht vergr�o�ert�

Beispiel �� �fortgesetzt�
Zum vorangegangenen Beispiel � ist beispielsweise

S � f�� � b j c�� �a� c�� �d� b��

�a� b��� �a� d� � �c� d� �g

eine schlichte Menge�

	 Die Operatoren G��� und L���

In diesem Abschnitt werden haupts�achlich nur die beiden oben genannten Ope�
ratoren eingef�uhrt� Und zwar liefern diese zu einem X �M die minimalen Teil�
mengen bzw� Modelle� die X enthalten� vergleichbar mit dem H�ullenoperator
bei H�ullensystemen und Implikationen� siehe �GW�
� S����� Wir werden in den
folgenden Abschnitten stark von ihnen Gebrauch machen� Die Hilfss�atze dieses
Abschnitts charakterisieren diese Operatoren� speziell f�ur L��� wird ein Algorith�
mus zur Berechnung angegeben�

De�nition �� Sei G � P�M�� Dann ist G��� � P�M� � P�P�M�� festgelegt
durch

G�X� �� fY � G j Y minimal bez�uglich X � Y g� X �M�

F�ur L � KK�M� ist analog L��� � P�M�� P�P�M�� mit

L�X� �� fY � Mod�L� j Y minimal bez�uglich X � Y g � �Mod�L���X� �

�

G�X� bzw� L�X� beinhalten also� analog dem H�ullenoperator bei Implikatio�
nen� die kleinsten Mengen bzw� Modelle� die X enthalten�

Hilfssatz 
 F	ur G��� und L��� gelten die folgenden Aussagen �X�Y �M��

�� G�X� � min��X� �G�


� X � G �� G�X� � fXg

�� G�X� � � 	� �Y � G � X 
� Y
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�� X � Y �� �Y� � G�Y � �X� � G�X� � X� � Y�

�� G j� �
V
X �

W
Y �Y

V
Y � 	� �Z � G�X� �Y � Y � Y � Z

�� L�X� � min��Mod�L � f� �
V
Xg��

Diese Tatsachen sind leicht einzusehen� G��� l�a�t sich auch auf andere Weise
charakterisieren�

Hilfssatz � Sei G � P�M�� X � M und X � P�M�� Es ist G�X� � X genau
dann� wenn gilt�

�� F	ur alle Z � X gilt X � Z und Z � G�


� X ist bez	uglich der Inklusion eine Antikette�

�� F	ur alle Y � G mit X � Y gibt es ein Z � X� soda� Z � Y �

Beweis� Aus der De�nition von G��� ist klar� da� G�X� die drei Bedingungen
erf�ullt�
Erf�ulle nun X � P�M� die Bedingungen ���� ���� Wir zeigen zuerst G�X� �

X� Sei Y � G�X�� Dann ist X � Y und Y � G und Y ist minimal bez�uglich
dieser Eigenschaft� Es gibt nun ein Z � X mit X � Z � Y und Z � G� also ist
Z � Y und somit Y � X�
Sei nun V � X� dann ist X � V und V � G� Angenommen� V w�are bez�uglich

dieser Eigenschaften nicht minimal� d�h� es g�abe ein W � G mit X � W � V �
Dann gibt es ein Z � X mit Z � W und damit Z � W � V � somit kann X keine
Antikette sein� Widerspruch� Also ist V � G�X� und somit G�X� � X� �

Wenn man f�ur ein X � M die Menge G�X� bestimmen will� mu� man im
Allgemeinen alle Y � G �nden� f�ur dieX � Y gilt und dabei das Minimumdieser
Menge ermitteln �nach Hilfssatz 
�� falls G nicht in irgendeiner Weise geschickt
sortiert ist� Auch L�X� k�onnte man auf diese Weise aus Mod�L� bestimmen� Man
kann die Menge L�X� aber auch relativ einfach direkt algorithmisch ermitteln�

Hilfssatz � F	ur L � KK�M� und X � M l	a�t sich L�X� auf folgende Weise
ermitteln� Man bildet eine Folge von Teilmengen von P�M�

fXg �� X�� X�� X�� ���� Xn �� X

nach folgender Bildungsvorschrift�
Gibt es ein Z � Xi mit Z 
j� �

V
A�

W
B�B

V
B� � L� dann sei

Xi	� �� �Xi n fZg� �
�
B�B

fB � Zg �

Dies geschieht solange� bis X j� L� Dann ist L�X� � min��X��
Es ist bei dieser Berechnung auch zul	assig� Mengen aus Xi wegzulassen� wenn f	ur
jede dieser einzelnen Mengen schon eine Teilmenge in Xi enthalten ist� d�h� es
kann Xi durch min��Xi� ersetzen werden�
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Beweis� Diese Bildungsvorschrift ist nicht deterministisch� der Algorithmus ter�
miniert aber� da keine Menge Xi in der Folge mehrmals vorkommen kann �siehe
dazu erster Teil von Beweis von Satz ���
Wir zeigen� da� min��X� die Bedingungen ������� von Hilfssatz  erf�ullt�

wobei G � Mod�L�� Nach der Bildungsvorschrift gilt f�ur alle Z � X� X � Z und
Z j� L� au�erdem ist min��X� nat�urlich eine Antikette� Das eventuelleWeglassen
von Mengen in den Xi hat darauf keinen Ein�u��
Es ist also nur noch zu zeigen� da� es zu jedem Y � M mit X � Y und

Y j� L ein Z � min��X� gibt mit Z � Y � Dies geschieht induktiv� indem man
zeigt� da� es in jedem Xi ein derartiges Z gibt�
Induktionsanfang� In X� � fXg gibt es solch ein Z� n�amlich Z � X � Y �
Induktionsschritt� Es gebe Z � Xi mit Z � Y � Der �Ubergang von Xi zu Xi	�

erfolgte �uber die kumulierte Klausel
V
A �

W
B�B

V
B mit A � Z � � Xi durch

Xi	� �� �Xi n fZ �g� �
S
B�BfB � Z �g� Wenn Z � 
� Z� dann ist Z � Xi	� und

die Behauptung bewiesen� Sei nun Z � � Z� Da Y die kumulierte Klausel
V
A�W

B�B

V
B respektiert� mu� es ein B � B geben mit B � Y � da n�amlich A �

Z � � Y � Somit ist B � Z � � Y � und da B � Z � � Xi	� folgt die Behauptung�
Wenn Z � Y und Z in Xi bei den weiteren Berechnungen weggelassen wird�

dann hei�t das� da� es ein U � Xi gibt mit U � Z � Y � die gew�unschte Eigen�
schaft bleibt also stets erhalten�
Also gibt es ein Z � X mit Z � Y und daher auch ein Z � min��X� mit

Z � Y �
Damit erf�ullt min��X� alle Bedingungen f�ur L�X�� also L�X� � min��X�� �

Beispiel 	�

Sei M � fa� b� c� d� eg und G bestehe aus allen Knotenmengen� bei deren Entfer�
nung der untenstehende Graph in mehrere Teile zerf�allt� Also ist G � ffa� dg�
fa� d� eg� fa� b� dg� fa� c� dg� fb� cg� fb� dg� fb� c� dg� fb� c� eg� fc� dgg�
Dann ist

G�fb� cg� � ffb� cgg

h h h

h h
a b

c d e

G�fag� � ffa� dgg

G�fcg� � ffc� bg� fc� dgg

G�fa� b� cg� � �


 Bestimmung von Mod�L�

Der folgende Abschnitt befa�t sich mit der Frage� wie zu einer Menge L � KK�M�
die Modellklasse Mod�L� ermittelt werden kann� Das im folgenden beschriebene
Verfahren ist ganz analog dem Vorgehen in �GW�
� S�

f�� Wir de�nieren eine
lineare Ordnung aufP�M� und geben dann eine M�oglichkeit an� aus einemModell
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das bez�uglich dieser Ordnung n�achstgr�o�ere Modell zu bestimmen� Auf diese
Weise kann man� beginnend beim kleinsten� alle Modelle ermitteln�
Zun�achst denken wir uns P�M� lexikographisch geordnet� der Einfachheit

halber wird angenommen� da� M � f�� �� � � � � ng ist� Die lektische Ordnung ist
nun folgenderma�en de�niert� A�B �M �

A � B �	� �i � B nA � A � f�� �� � � � � i� �g � B � f�� �� � � � � i� �g �

Dies ist eine streng konnexe Ordnung� d�h� f�ur A�B � M mit A 
� B gilt stets
A � B oder B � A� Dabei sei � die �ubliche re�exive Erweiterung von �� Weiter
de�nieren wir f�ur A�B �M � i � M �

A �i B �	� i � B nA und A � f�� �� � � � � i� �g � B � f�� �� � � � � i� �g �

F�ur � und �i gelten die folgenden Aussagen�

��� A � B �� A � B
��� A � B 	� A �i B f�ur ein i �M
��� A �i B� A �j C mit i � j �� C �i B

Weiterhin ben�otigt man noch einen Operator auf P�M�� Dazu de�nieren wir zu
X �M �

Lmin�X� ��


min� L�X�� falls L�X� 
� �
�� sonst

F�ur L��� und Lmin��� gilt folgendes �X�Y �M��

��� X � L�A� �� A � X und A � X
�	� L�A� � fAg 	� Lmin�A� � A� A � Mod�L� �� L�X� � fAg
�
� A � B �� �Y � L�B� �X � L�A� mit X � Y
�� A � B �� Lmin�A� � Lmin�B� oder Lmin�B� � ��
��� � 
� A � B� Lmin�B� 
� � �� Lmin�A� 
� ��

Wir de�nieren nun f�ur A �M � i �M �

A� i �� Lmin
�
�A � f�� �� � � � � i� �g� � fig

�

und erhalten folgenden Satz�

Satz � Die kleinste Teilmenge von M � die L respektiert und bez	uglich der lekti�
schen Ordnung gr	o�er ist als eine gegebene Menge A �M � ist� sofern sie existiert

A� i�

wobei i das gr	o�te Element von M ist� f	ur das A �i A� i gilt�
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Beweis� Sei A	 die lektisch kleinste Menge nach A� die L respektiert� falls eine
solche existiert� Wegen A � A	 gibt es nach ��� ein i � M � so da� A �i A

	� Sei
�A �� �A � f�� �� � � � � i� �g� � fig� dann ist

A � �A � A	 �

Da nach �	� Lmin�A	� � A	 
� � ist nach ��� Lmin� �A� 
� �� somit folgt nach ��

Lmin�A� � Lmin� �A� � A	 �

Au�erdem ist A � �A und nach ��� ist �A � Lmin� �A�� also A � Lmin� �A� und damit
ist Lmin� �A� � A	� Da� i das gr�o�te Element mit A �i A � i ist� folgt aus ����
denn A �j A � j mit i 
� j hat wegen A � i � A	 � A � j nach ��� j � i zur
Folge� �

Damit ergibt sich der Algorithmus zur Bestimmung aller Modelle zu
einer Menge L � KK�M�� der die Modelle nacheinander in lektischer Reihenfolge
generiert�
Das lektisch kleinste Modell ist� sofern es existiert� Lmin���� F�ur eine gegebene
Menge A � M �ndet man das lektisch n�achste Modell� falls es existiert� indem
man f�ur alle Elemente von M n A� beginnend mit dem gr�o�ten und dann ab�
steigend� pr�uft� wann erstmals A �i A � i auftritt� A � i ist dann das gesuchte
Modell�
Bei der praktischen Ausf�uhrung des Algorithmus kann man zur Berechnung

von Lmin die iterative Berechnung von L nach Hilfssatz � verwenden� wobei das
Bilden des Minimums bez�uglich der Inklusion am Ende entfallen kann nach ����
Hier noch die Beweise der Aussagen ��� � ���� die in diesem Kapitel vorkamen�

Beweis�

���� A � B �� A � B

Wenn A � B� dann gilt die Behauptung� Sei nun A � B und i das kleinste
Element von B nA� Dann ist A� f�� �� � � � i� �g � B � f�� �� � � � i� �g und
somit A � B�

���� A � B 	� A �i B f�ur ein i �M

A � B 	� �i � B nA � A � f�� �� � � � i� �g � B � f�� �� � � � i� �g

	� i � B nA� A � f�� �� � � � i� �g � B � f�� �� � � � i� �g

	� A �i B f�ur ein i �M

���� A �i B� A �j C mit i � j �� C �i B

Da A �i B� ist A�f�� �� � � � i� �g � B �f�� �� � � � i� �g� und da A �j C ist
A�f�� �� � � � j��g � C�f�� �� � � � j��g� Weil i � j� ist auch A�f�� �� � � � i�
�g � C �f�� �� � � � i��g und somit B�f�� �� � � � i��g � C �f�� �� � � � i��g�
Au�erdem ist i � B� i �� A und somit i �� C� also C �i B�
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���� X � L�A� �� A � X und A � X

Sei X � L�A�� also L�A� 
� �� Dann gilt A � X aufgrund der De�nition
von L��� und damit folgt A � X nach ����

�	�� L�A� � fAg 	� Lmin�A� � A� A � Mod�L� �� L�X� � fAg

L�A� � fAg 	� Lmin�A� � A� Die Richtung � �� � ist trivial� Wenn
nun Lmin�A� � A� dann A � L�A�� und da L�A� bez�uglich der Inklusion
eine Antikette ist und nach ��� f�ur alle X � L�A� � A � X gilt� mu�
L�A� � fAg sein�

Der zweite Teil der Behauptung folgt aus Hilfssatz 
�

�
�� A � B �� �Y � L�B� �X � L�B� mit X � Y

Sei Y � L�B�� dann A � B � Y nach ��� und Y respektiert L� Dann gibt
es nach Hilfssatz  ein X � L�A� mit X � Y �

��� A � B �� Lmin�A� � Lmin�B� oder Lmin�B� � �

Sei Y �� Lmin�B�� Wenn Y 
� �� dann ist Y � L�B� und es gibt nach �
�
ein X � L�A� mit X � Y � also X � Y nach ���� Daher gilt Lmin�A� �
X � Y � Lmin�Y ��

���� � 
� A � B� Lmin�B� 
� � �� Lmin�A� 
� �

Wenn Lmin�B� 
� �� dann ist L�B� 
� � und es gibt mindestens ein Modell
Z von L mit B � Z� Da aber A � B � Z� ist L�A� 
� � und damit
Lmin�A� 
� ��

�

� Nichtredundante Erzeugendensysteme

Es soll nun die Frage behandelt werden� wie
�
Basen� f�ur Mengen von kumulierten

Klauseln aussehen k�onnen� Der hier verwendete Ansatz liefert zwar in der Regel
nur nichtredundante und keine minimalen Erzeugendensysteme� wir verwenden
daf�ur aber gelegentlich trotzdem den Begri� Basis�
Zuerst werden die kanonischen kumulierten Klauseln eingef�uhrt� die bez�uglich

einer Menge G � P�M� eine gewisse Maximalit�at besitzen� Des weiteren werden
Pseudomodelle als Teilmengen von M de�niert und charakterisiert� Mit Hilfe
dieser beiden Begri�e k�onnen wir dann ein nichtredundantes Erzeugendensystem
BG f�ur Th�G� konstruieren�

De�nition �� Sei G � P�M� und X �M � Dann ist

�GX �� �
�

X �
�

Y �G�X�

�
Y ��
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die kanonische kumulierte Klausel bez�uglich X und G� F�ur L � KK�M�

de�niert man analog die kanonische kumulierte Klausel �LX �� �
Mod�L�
X � �

Mengen� die nur aus kanonischen kumulierten Klauseln bez�uglich einer Menge
G bestehen� nennen wir ebenfalls kanonisch bez�uglich G�

Hilfssatz � F	ur �GX gelten folgende Aussagen�

�� A �M respektiert �GX 	� X 
� A oder �Y � G � X � Y � A�


� Y � G �� Y j� �GX�

�� X j� �GX 	� X � G�

Auf einen Beweis soll hier verzichtet werden� denn diese Tatsachen sind leicht
einzusehen� Jetzt ben�otigen wir noch Teilmengen von M � die als Pr�amissen be�
sonders geeignet sind�

De�nition �� P �M hei�t Pseudomodell von G � P�M�� falls gilt�

�� P �� G

�� f�ur jedes Pseudomodell Q � P gibt es ein X � G mit Q � X � P �

P ist ein Pseudomodell von L � KK�M�� falls P Pseudomodell von Mod�L� ist�
�

Zur bequemeren Beschreibung verwenden wir analog zur Modellklasse

PMod�G� �� fX �M j X Pseudomodell von Gg bzw�

PMod�L� �� fX �M j X Pseudomodell von Lg

als Menge der Pseudomodelle von G bzw� L� Die Pseudomodelle haben in
Verbindung mit den kanonischen kumulierten Klauseln eine interessante Eigen�
schaft�

Hilfssatz � Sei G � P�M� und P � Q � PMod�G�� P 
� Q� Dann respektiert
P die kumulierte Klausel �GQ�

Beweis� Es ist �GQ � �
V
Q�

W
Y �G�Q�

V
Y �� Wenn Q 
� P � dann respektiert P

diese kumulierte Klausel� Im FallQ � P gibt es ein X � GmitQ � X � P � Nach
Hilfssatz � respektiert X die kumulierte Klausel �GQ� Es gibt also ein Y � G�Q�
mit Y � X� Da dann auch Y � P � wird �GQ auch in diesem Fall von P respektiert�

�

Mit Hilfe der Pseudomodelle kann man nun eine Basis konstruieren�
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Satz � Sei G � P�M�� dann ist

BG �� f�GP j P � PMod�G�g

ein nichtredundantes Erzeugendensystem f	ur Th�G��

Beweis� Es ist also Mod�BG� � G zu zeigen� Die Aussage ���� des Hilfssatzes �
liefert unmittelbar G �Mod�BG�� Es ist also noch zu zeigen� da� BG vollst�andig
ist� d�h� da� jedes A � M mit A j� BG auch in G enthalten ist� Angenommen�
es g�abe ein A � M mit A �� G� aber A j� BG� Dann respektiert A auch alle �GQ
mit Q Pseudomodell und Q � A� es gibt also zu jedem solchen Q ein X � G mit
Q � X � A� Damit ist A selbst ein Pseudomodell und respektiert daher �GA � B

G

nicht� Widerspruch�
Da� BG nicht redundant ist� folgt leicht aus Hilfssatz ��� denn f�ur P �

PMod�G� wird die Menge BG n f�GPg von P respektiert im Gegensatz zu P �� G�
�

Allerdings erh�alt man im allgemeinen keine Minimalit�at� sondern wirklich
nur Nichtredundanz� wie ein Beispiel am Ende des Abschnitts verdeutlicht� Der
folgende Hilfssatz liefert eine Zuordnung zwischen den Pseudomodellen und ku�
mulierten Klauseln von L � KK�M�� Wie bereits angedeutet ist� diese in der
Regel nicht injektiv�

Hilfssatz �� Sei L � KK�M�� Dann gibt es zu jedem P � PMod�L� eine ku�
mulierte Klausel � �

�V
A�

W
B�B

V
B
�
� L mit A � P und f	ur alle Pseudo�

modelle Q � P gilt A 
� Q�

Beweis� Sei P ein Pseudomodell� Da P die Menge L nicht respektiert� mu� es
ein � �

�V
A�

W
B�B

V
B
�
� L geben� das von P nicht respektiert wird� also

A � P �
Angenommen� es g�abe ein Pseudomodell Q � P mit A � Q� Dann g�abe es

ein X � Mod�L� mit Q � X � P � also A � Q� X mu� � respektieren somit
gibt es ein B � B mit B � X � P � d�h� P respektiert �� Widerspruch� Im Falle
B � � gibt es keine Pseudomodelle Q � P � da sonst P kein Pseudomodell w�are�

�

Dies ist also ebenfalls ein Beweis� da� BG nichtredundant ist� Man kann aber
nicht ableiten� da� es mindestens so viele kumulierte Klauseln wie Pseudomodelle
geben mu�� wie folgendes Beispiel zeigt�

Beispiel 
�

Sei M � fa� b� c� dg und

L � f�a� b j c�� �b� a j d�� �c� a j d�� �d� b j c��

�a � d� �� �b � c� �g

a b
c d
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Die Modelle von L sind in der obenstehenden Figur genau die Rechtecke aus
zwei benachbarten Quadraten und die leere Menge� Die Pseudomodelle sind alle
ein� und dreielementigen Teilmengen� also insgesamt �� w�ahrend L nur aus 

kumulierten Klauseln besteht� Die �uber Pseudomodelle erzeugte Basis w�are

BG � f�a� a� b j a� c�� �b� a� b j b� d��

�c� a� c j c� d�� �d� b� d j c� d��

�a� b� c� �� �a� b� d��� �a� c� d��� �b� c� d��g �

� Bestimmung einer erzeugenden Menge von

Th�G�

Meist will man zu einer Menge G � P�M� nicht Th�G� komplett bestimmen�
es ist v�ollig ausreichend� ein Erzeugendensystem von Th�G� zu ermitteln� Ein
solches ist die Menge BG des vorangegangenen Abschnitts� mit deren algorith�
mischer Ermittlung wir uns jetzt befassen wollen� Das beschriebene Verfahren
ist vergleichbar mit der Merkmalsexploration in �GW�
� S��	f�� Dabei wird BG

schrittweise aufgebaut und auf Vollst�andigkeit gepr�uft� Die Praktikabilit�at dieses
Vorgehens wird durch den Satz dieses Abschnitts abgesichert�
Eine bez�uglich G � P�M� kanonische Menge L � KK�M� hei�t streng

kanonisch bez�uglichG� wenn alle in L vorkommenden Pr�amissen Pseudomodelle
von G sind� d�h� f�ur alle � � L gibt es ein P � PMod�G�� so da� � � �GP �

Satz 	 Sei G � P�M� und L � KK�M� streng kanonisch bez	uglich G� Weiter�
hin sei X � M das lektisch kleinste Modell von L mit X �� G� Dann ist X das
lektisch kleinste Pseudomodell von G� das nicht als Pr	amisse in L vorkommt�

Beweis� Zuerst wird gezeigt� da� X ein Pseudomodell von G ist� Laut Vor�
aussetzung gilt X �� G� Sei nun Q � PMod�G� mit Q � X� Angenommen� Q
w�are keine Pr�amisse in L� dann respektiert Q nach Hilfssatz �� die kumulierten
Klauseln in L� Dies ist aber ein Widerspruch dazu� da� X das kleinste Modell
von L ist� denn aus Q � X folgt Q � X� Also ist �GQ � L� Da X j� �GQ� gibt es
eine Konklusionsmenge Y in �GQ mit Y � X� Da Y � G und Y � X� ist X ein
Pseudomodell�
Aus dieser Argumentation folgt auch� da� X das kleinste Pseudomodell ist�

das nicht als Pr�amisse in L vorkommt� �

Damit ergibt sich der Algorithmus zur Bestimmung des Erzeugenden�

systems BG der Theorie zu einer Menge G � P�M��
Zu Anfang setzt man L �� �� Man ermittelt nun nacheinander in lektischer Rei�
henfolge� beginnend beim kleinsten� alle Modelle von L� Sobald eines dieser Mo�
delleX nicht in G enthalten ist� wird die kumulierte Klausel �GX zu L hinzugef�ugt
und die Berechnung der Modelle mit der vergr�o�erten Menge L fortgesetzt�
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Auf diese Weise wird L schrittweise erweitert� Wenn schlie�lich alle Modelle
berechnet sind� ist L � BG und somit ein nichtredundantes Erzeugendensystem
von Th�G��
Beweis� �des Algorithmus�
Dieser Algorithmus terminiert sicher� da X � P�M� und kein X mehrmals vor�
kommen kann�
Zur besseren �Ubersichtlichkeit werden im Folgenden die nacheinander gebilde�

ten Mengen L und die auftauchenden X indiziert� d�h� wir haben laut De�nition
des Algorithmus

� � L� � L� � � � � � Lm � L� m � N mit

Li	� �� Li � f�
G
Xi
g� i � � � � �m� � wobei

X� �M lektisch minimal bez�uglich X� �� G und

Xi	� � Mod�Li	�� lektisch minimal bez�uglich Xi	� 	 Xi und Xi	� �� G�

i � � � � �m� �

Behauptung� Li ist streng kanonisch bez	uglich G und Xi ist das kleinste Modell
von Li� das nicht in G enthalten ist�
Induktionsanfang� L �� � ist streng kanonisch� die zweite Behauptung entspricht
der Festlegung von X��
Induktionsschritt� Sei Li streng kanonisch und Xi sei das kleinstes Modell von Li
mit Xi �� G� Dann ist Xi nach Satz 	 ein Pseudomodell von G� somit ist auch
Li	� streng kanonisch�
Sei nun Y � P�M� das kleinste Modell von Li	�� f�ur das Y �� G gilt� Da

Li � Li	�� ist Mod�Li� � Mod�Li	�� und weil Xi nach Satz 	 das kleinste
Element in Mod�Li� n G ist� mu� Xi � Y sein� Da Xi aber �GXi

� Li	� nicht
respektiert� ist Xi 
� Y � also stellt die Bedingung Xi	� 	 Xi keine wirkliche
Einschr�ankung dar und es ist Y � Xi	��
Somit �ndet der Algorithmus alle Pseudomodelle in lektischer Reihenfolge

und laut Satz � ist L ein Erzeugendensystem von Th�G�� �

 Transitivit�atsvermeidende Mengen

Die Berechnung von L��� aus L � KK�M� kann unter Umst�anden recht aufwendig
sein� Betrachten wir deshalb erzeugende Mengen von L� f�ur die diese Berechnung
relativ einfach ist� In Anlehnung an �W��� verwenden wir dazu den Begri�

�
tran�

sitivit�atsvermeidend�� obwohl dieser Begri� hier nicht ganz seiner Bedeutung
gerecht wird� Solche Mengen erlauben die Berechnung von L��� in Linearzeit und
verbessern dadurch die Komplexit�at von Algorithmen mit kumulierten Klauseln
enorm� Nach Einf�uhrung kleinerer Hilfsmittel wird eine M�oglichkeit angegeben�
wie eine transitivit�atsvermeidende erzeugende Menge zu einer Theorie Th�G�
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aussehen kann� Abschlie�end wird ein Algorithmus zur Erzeugung eben dieser
Menge angegeben�
Wir de�nieren zun�achst einen neuen Operator �X �M��

L��X� ��

��
�
fXg� wenn X j� L
fC j � � �

V
A�

W
B�B

V
B� � L�X 
j� ��X � C � Bg�

sonst

Die Berechnung von L��X� ist relativ einfach und in Linearzeit m�oglich �siehe
dazu Algorithmus �� S� ����

De�nition �� L � KK�M� hei�t transitivit�atsvermeidend� wenn f�ur alle
X �M gilt�

L�X� � L��X� �

�

F�ur transitivit�atsvermeidende Mengen ist die Berechnung von L��� also in
Linearzeit m�oglich�
Wir zeigen jetzt� wie man solche Mengen �nden kann�

De�nition ��� Sei G � P�M�� Dann ist ���� � P�M�� P�P�M�� bez�uglich G
de�niert durch �X �M��

X� �� fY � G�Z� j Z � X� X � Y g �

�

Hilfssatz �� F	ur ���� bez	uglich G � P�M� gilt �X �M�

X� � G�X� �

Dieser Umstand ist leicht einzusehen� Die Elemente von

E�G� �� fX � P�M� nG j X� 
� G�X� oder

X minimal bez�uglich G�X� � �g

nennen wir echte Pr�amissen�

Satz 
 Sei G � P�M�� Dann ist

LGtv �� f�GX j X � E�G�g

transitivit	atsvermeidend und Mod�LGtv� � G�
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Beweis� Wir zeigen zuerst Mod�LGtv� � G� Nach Hilfssatz � ist G j� LGtv� da L
G
tv

kanonisch bez�uglich G� also G � Mod�LGtv��
Sei nun X �M mit X j� LGtv� Angenommen� es w�are X �� G�
Wenn G�X� � �� dann gibt es eine minimale Menge Z � X mit G�Z� � ��

also �Z � LGtv und X 
j� �Z� somit Widerspruch�
Wenn G�X� 
� �� dann betrachten wir ein Y � G�X� und ein Z � X mit

Y � G�Z�� das bez�uglich dieser Eigenschaft minimal ist� Dann ist Z �� G und
jedes W � Z ist stets Y �� G�W �� also Z� 
� G�Z�� Deshalb ist �Z � LGtv und
X 
j� �Z � denn in �Z kann es keine Konklusionsmenge V � X geben� da sonst
V � X � Y im Gegensatz dazu� da� G�Z� Antikette ist� Also Widerspruch�
daher mu� X � G sein
Nun zeigen wir� da� LGtv transitivit�atsvermeidend ist� Sei X � M � Wenn

X � G� dann X j� LGtv� also L
G
tv
�
�X� � fXg � G�X� � LGtv�X��

Sei nun X �� G� also X 
j� LGtv� Wenn G�X� � �� dann gibt es keine Y � G
mit X � Y � Somit k�onnen solche Y auch nicht als Konklusionsmengen in LGtv
auftreten� also LGtv

�
�X� � ��

Bleibt noch der Fall G�X� 
� �� Es ist zu zeigen G�X� � LGtv
�
�X�� Sei Y �

G�X� und Z � X sei minimal bez�uglich Y � G�Z�� Analog obiger Argumentation
ist dann �Z � LGtv� also Y � LGtv

�
�X��

Sei nun Y � LGtv
�
�X�� Dann ist Y � G� X � Y und es gibt ein Z � X mit

�Z � LGtv und Y � G�Z�� Nach Hilfssatz  gibt es ein W � G�X� mit W � Y �
also Z � X � W � Y � Aus demselben Grund gibt es V � G�Z� mit V � W �
also Z � V � W � Y � Da G�Z� aber Antikette ist� mu� V � W � Y gelten�
also Y � G�X�� Also ist LGtv

�
�X� � G�X� � LGtv�X�� �

Beispiel �� �fortgesetzt�
F�ur das vorige Beipiel �S� ��� ist

E�G� � ffag� fbg� fcg� fdg� fa� cg� fb� dgg

und

LGtv � f�a� a� b j a� c�� �b� a� b j b� d��

�c� a� c j c� d�� �d� b� d j c� d��

�a� d� �� �b� c� �g

Dieses Beispiel zeigt auch� da� es keinen direkten Zusammenhang zwischen
PMod�G� und E�G� gibt� denn z�B� fa� dg � E�G� n PMod�G� und fa� b� dg �
PMod�G� n E�G��
Allerdings ist LGtv nicht unbedingt eine minimale transitivit�atsvermeidende

Menge� wie das folgende Beispiel zeigt�

Beispiel �� Wir betrachten M �� fa� b� cg und

L �� f�a� b� �� �c� b� c�g �
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L ist transitivit�atsvermeidend� aber

LGtv � f�a� b� �� �c� b� c�� �a� c��g �

Hilfssatz �� Sei L � KK�M� transitivit	atsvermeidend und G � Mod�L�� Dann
ist f	ur X �M bez	uglich G�

X� � fC j � � �
�

A�
�
B�B

�
B� � L�X 
j� ��A 
� X�X � C � Bg �

Beweis�

X� � fY � G�Z� j Z � X� X � Y g

� fY � L��Z� j Z � X� X � Y g

� fC j � � �
�

A�
�
B�B

�
B� � L�X 
j� ��A 
� X�X � C � Bg

�

Dies erm�oglicht den Algorithmus zur Bestimmung von LGtv zu einer Men�
ge G � P�M��
Zu Anfang setzt man L �� �� Dann f�uhrt man f�ur alle X � P�M� nG in lektisch
aufsteigender Reihenfolge folgendes durch�
Wenn G�X� � � und es kein �GY � L gibt mit Y � X und G�Y � � �� dann

f�uge zu �GX zu L hinzu� Ansonsten ermittle man L��X� nach der Methode von
Hilfssatz ��� Wenn X� 
� G�X�� dann wird ebenfalls �GX zu L hinzugef�ugt�
Auf diese Weise wird L schrittweise erweitert� Am Ende der Berechnung ist

LGtv � L�
Beweis� �des Algorithmus�
Bezeichne PreX die Pr�amissen der kumuliertenKlauseln in L zum Zeitpunkt nach
der Abarbeitung von X � P�M� n G� Weiterhin sei EX �� fY � E�G� j Y �
Xg� Wir zeigen nun PreX � EX induktiv �uber die X � P�M� n G in lektisch
aufsteigender Reihenfolge�
Induktionsanfang� Sei X � min�P�M� n G�� Falls es kein solches X gibt� gilt
G � P�M� und es ist �uberhaupt nichts zu beweisen� Wenn G�X� � �� dann
fXg � PreX � EX � ansonsten ist X

� 
� G�X� und somit ebenfalls fXg �
PreX � EX �
Induktionsschritt� Sei X � P�M� n G und es gelte EY � PreY f�ur Y � M � den
lektischen Vorg�anger von X in dieser Menge� EY ist dann auch die Menge aller
echten Pr�amissen� die bez�uglich der Inklusion echt kleiner als X sind�
�� Fall� G�X� � ��
Dann ist X deshalb bez�uglich dieser Eigenschaft genau dann minimal� wenn es
kein Y � EY � PreY gibt� das in X enthalten ist� In diesem Fall w�urde also �GX
genau dann zu L hinzugef�ugt� wenn X � E�G�� also PreX � EX �

� Fall� G�X� 
� ��
Da L zu diesem Zeitpunkt alle echten Pr�amissen enth�alt� die in X enthalten
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sind� liefert die Anwendung der Methode von Hilfssatz �� tats�achlichX�� n�amlich
bez�uglich Mod�LGtv� � G� �

G
X wird also genau dann zu L hinzugef�ugt� wenn eine

X echte Pr�amisse ist� also auch in diesem Fall PreX � EX�
Somit sind die Pr�amissen in L nach Abarbeitung des Algorithmus genau die

echten Pr�amissen� also L � LGtv� �

�� Ableitbare Merkmale

Im folgenden wollen wir uns mit Mengensystemen G � P�M� befassen� bei de�
nen bereits das Auftreten von Merkmalen einer festen Menge ME � M auf die
restlichen Merkmale schlie�en l�a�t� In der Praxis sind diese restlichen ableitba�
ren Merkmale dann auch meist als aussagenlogische Terme �uber den anderen
Merkmalen gegeben� Der erste Teil dieses Abschnitts befa�t sich damit� welche
Mengen kumulierter Klauseln solche Merkmale ausreichend charakterisieren� Im
zweiten Teil wird dann angegeben� wie man solche ausreichenden Mengen kon�
struieren kann� und zwar f�ur die F�alle� da� die ableitbarenMerkmale �uber Mengen
oder aussagenlogische Terme de�niert sind� Der letzte Teil er�ortert M�oglichkeiten�
Theorien �uber einzelnen Teilmengen der MerkmalsmengeM zu ermitteln�

De�nition ��� Sei G � P�M� und M �ME ��MA so� da� f�ur alle X� Y � G

X �ME � Y �ME �� X � Y �

Dann nennen wir ME eine Menge echter Merkmale und MA eine Menge ab�
leitbarer Merkmale �

Die Zerlegung von M in ME und MA ist im allgemeinen nicht eindeutig und
ihre Wahl h�angt vom Standpunkt des Betrachters ab� Meist sind die Belegungen
der Merkmale auch nicht explizit gegeben� sondern in Form von Formeln �uber
ME� Diese Betrachtungsweise ist in Verbindung mit Kontexten ein Spezialfall der
logischen Skalierung �P�� S����
Die Eigenschaft der Merkmale aus MA l�a�t sich bei der Aufstellung eines

Erzeugendensystems der Theorie von G nutzen�

De�nition ��� Sei G � P�M� und M � ME ��MA so� da� MA eine Menge
ableitbarer Merkmale ist�
Dann hei�t � � �

V
A �

W
B�B

V
B� � KK�M� induzierende kumulierte

Klausel f�ur m �MA� wenn G j� �� A �ME und m � B f�ur alle B � B�
Eine Menge induzierender kumulierter Klauseln f�ur m � MA ist ausreichend�
wenn sie f�ur alle X � G mit m � X ein � � �

V
A �

W
B�B

V
B� enth�alt mit

A � X�
Ein � � KK�M� hei�t r�uckwirkende kumulierte Klausel f�ur m � MA� wenn
G j� � und

� � �
�

A � fmg �
�
B�B

�
B� mit A �ME� B � P�ME��
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Eine Menge r�uckwirkender kumulierter Klauseln f�ur m �MA hei�t ausreichend�
wenn sie genau von den Mengen �X �ME� � fmg mit X � G respektiert wird�
f�ur die m � X ist� �

Der folgende Satz besagt nun� da� diese ausreichenden Mengen die ableitbaren
Merkmale vollst�andig charakterisieren�

Satz � Sei G � P�M� und M � ME ��MA so� da� MA eine Menge ableitbarer
Merkmale ist� Weiterhin sei L � KK�M� eine Menge kumulierter Klauseln� die
von G respektiert wird� Wenn L folgendes enth	alt�

�� LE � L mit fX �ME j X � Mod�LE�g � fX �ME j X � Gg


� f	ur alle m �MA eine ausreichende Menge r	uckwirkender kumulierter Klau�
seln

�� f	ur alle m �MA eine ausreichende Menge induzierender kumulierter Klau�
seln�

dann gilt Mod�L� � G�

Beweis� Da G L respektiert� gilt G � Mod�L�� Es ist nun noch Mod�L� � G
zu zeigen� Sei also X � Mod�L�� Dann gilt nach ����� da� X �ME � fX �ME j
X � Gg� d�h� es gibt ein Y � G mit X �ME � Y �ME� und da ME eine Menge
echter Merkmale ist� mu� Y eindeutig sein�
F�ur alle m �MA gilt nun� Wenn m � Y � dann gibt es f�ur m eine induzierende

kumulierte Klausel �
V
A �

W
B�B

V
B� � L mit A � Y � also auch A � X und

somit m � X�
Wenn m �� Y � dann gibt es eine r�uckwirkende kumulierte Klausel in L� die

von der Menge �Y �ME� � fmg nicht respektiert wird und somit folgt m �� X�
Damit erhalten wir X � Y � daher X � G� also Mod�L� � G� �

Aus diesem Satz folgt auch� da� f�ur ein derartiges L gilt� L� � Th�G�� Algo�
rithmisch l�a�t sich diese Theorie durch fortgesetztes Anwenden der Ableitungs�
regeln �K����K�� ermitteln� bis sich die Menge kumulierter Klauseln nicht mehr
vergr�o�ert�
Aus einer derartigen Theorie L� erh�alt man durch Einschr�ankung auf L� �

KK�MA� die Theorie �uber die ableitbaren Merkmale� Allerdings mu� daf�ur nicht
komplett L� bestimmt werden� wir gehen am Ende dieses Abschnitts noch einmal
auf diese Thematik ein�
Betrachten wir zuvor noch die zwei Standardf�alle� wie ableitbare Merkmale

gegeben sind und wie die zugeh�origen induzierenden und r�uckwirkenden kumu�
lierten Klauseln aussehen�

Ableitbare Merkmale als Mengen gegeben�

Sei zu einem ableitbarem Merkmal m � MA die Menge Gm �� fX � ME j
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X � G� m � Xg der zugeh�origen Belegung der echten Merkmale gegeben� Eine
M�oglichkeit f�ur die entsprechenden Mengen kumulierter Klauseln w�are dann�
Ausreichende Menge induzierender Klauseln�n

�
�

X � m�
��� X � Gm

o
�

Ausreichende Menge r	uckwirkender Klauseln�n
�
�

Y � fmg �
�

X�Gm�Y �

�
X�
��� Y � P�ME� nGm

o
�

Ableitbare Merkmale als aussagenlogische Formel gegeben�

Auch eine Sprache� die m � MA �uber Verkn�upfung von Merkmalen aus ME

mit ����� de�niert� l�a�t sich in solche kumulierten Klauseln �ubersetzen� Sei
ME die Menge der Merkmale �also Atome der Sprache�� dann sei ME �� fm j
m � MEg die Menge der negierten Merkmale� Diese m�ussen dann mit zu ME

hinzugenommen werden� Mit diesen l�a�t sich eine De�nitionsformel f�ur m �MA

in eine disjunktive Normalform bringen�

m ��
�
B�B

�
B� B � P�ME �ME�

Zu dieser ergeben sich folgende kumulierte Klauseln�

Ausreichende Menge induzierender Klauseln�n
�
�

B � m�
��� B � B

o
�

Ausreichende Menge r	uckwirkender Klauseln�n�
m�

�
B�B

�
B
o

Zus	atzliche kumulierte Klauseln f	ur G�n
�� � m �m�

��� m �ME

o
�
n
�m�m� ��

��� m �ME

o

Beispiel ��

Betrachten wir

ME � fwarm�Regen�Sonneg

MA � fgutes Wetterg mit

gutes Wetter �� �warm � �Regen� � Sonne

Dann sind die induzierenden kumulierten Klauseln f�ur gutes Wetter�

warm�Regen� gutes Wetter

Sonne� gutes Wetter �
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die r�uckwirkende kumulierte Klausel

gutes Wetter� warm�Regen j Sonne

und als zus�atzliche kumulierte Klauseln ergeben sich

� � Regen j Regen

Regen�Regen� � �

Au�er Regen brauchen die anderen Merkmale nicht in negierter Form mit aufge�
nommen zu werden� da sie in der De�nition f�ur gutes Wetter nicht auftauchen�

An dieser Stelle wollen wir auch kurz noch auf das Arbeiten mit eingeschr�ank�
ten Merkmalsmengen eingehen� Mitunter interessiert man sich nur f�ur die Zusam�
menh�ange der Merkmale innerhalb einer festen Menge N �M � Wir sprechen in
diesem Fall von der Einschr�ankung auf N und indizieren die entsprechenden
auftretenden Symbole mit jN �
Betrachten wir zun�achst die Einschr�ankung von G � P�M�� Da nur die Merk�

male aus N �M interessieren� ist es sinnvoll zu de�nieren�

GjN �� fY �N j Y � Gg �

Der Rest folgt nun in Analogie zu den �ublichen De�nitionen� indem �uberall GjN

verwendet wird� Zun�achst eine �Uberlegung� wie der Operator GjN ���� der nat�urlich
durch GjN bereits eindeutig festgelegt ist� mit Hilfe von G��� geschrieben werden
kann� F�ur X � N ist

GjN � min�fY � GjN j X � Gg

� min�fY � N j Y � G� X � Gg

� min�fY � N j Y � G�X�g �

F�ur L � KK�M� ist es schwierig� eine sinnvolle eingeschr�ankte Entsprechung
anzugeben� Wir wollen das Konstrukt LjN nur in zwei F�allen zulassen� Als erzeu�
gende Menge der Modellklasse

Mod�LjN � �� Mod�L�jN

und in diesem Sinne als Operator f�ur X � N

LjN �X� �� �Mod�LjN ���X�

� Mod�L�jN �X�

� min�fY � N j Y � Mod�L�g

� min�fY � N j Y � L�X�g �

Entsprechend ist f�ur X � N

�GX jN �� �
GjN

X �
��

X �
�

Y �GjN

�
Y
�
�
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analog sind die eingeschr�ankten Pseudomodelle de�niert usw� nach demselben
Schema die restlichen Begri�e� Der Unterschied zu den �ublichen De�nitionen ist
eigentlich nur der� da� �uberall GjN und LjN verwendet wird�
Alle S�atze und Algorithmen der vorliegenden Arbeit lassen sich auf diese ein�

geschr�ankten Mengen und Operationen �ubertragen� Insbesondere ist dann bei�
spielsweise BGjN eine Basis f�ur Th�GjN �� d�h� f�ur Th�G� � KK�N�� Dies kann
ausgenutzt werden� wenn man sich sich nur f�ur die Theorie Th�G� � KK�MA�
�uber den ableitbaren Merkmalen interessiert� Wir verwenden diese Methode im
Beispiel in Abschnitt ���

Beispiel �� �fortgesetzt�
Sei wie im vorigen Beispiel M � fwarm�Regen�Regen�Sonne� gutes Wetterg und
f�ur L nehmen wir alle dort aufgef�uhrten kumulierten Klauseln� Sei nun N ��
fRegen�Sonne� gutes Wetterg� Dann ist z�B��

LjN �fgutes Wetterg� � ffgutes Wettergg �

weil gutes Wetter � Mod�LjN� im Gegensatz zu

L�fgutes Wetterg� � ffwarm�Regen� gutes Wetterg� fSonne� gutes Wettergg�

Trotzdem
�
wirken� noch die kompletten kumulierten Klauseln aus L� so ist bei�

spielsweise

LjN �fRegen� gutes Wetterg� � ffRegen�Sonne� gutes Wettergg �

�� Kumulierte Hornklauseln

Dieser Abschnitt befa�t sich mit dem Speziallfall der kumulierten Klauseln� da�
es h�ochstens eine Konklusionsmenge gibt� Wir sprechen dann von kumulierten
Hornklauseln� Die Ableitung solcher kumulierter Hornklauseln aus Mengen von
kumulierten Klauseln ist besonders einfach� Au�erdem gibt es einen Basissatz�
der besagt� da� BG f�ur Mengen kumulierter Klauseln minimal ist�

De�nition ��� Eine kumulierte Klausel � � �
V
A �

W
B�B

V
B� � KK�M�

hei�t kumulierte Hornklausel� wenn jBj � �� Dementsprechend ist

KHK�M� �� f� � KK�M� j � ist kumulierte Hornklauselg

die Menge der kumulierten Hornklauseln �uber M � �

Wir schreiben zur Vereinfachung A � B� wenn jBj � � und A � � falls
B � �� In diesem Sinne verwenden wir im folgenden A � B mit A � P�M��
B � P�M� � fg als kumulierte Hornklauseln�
Die Ableitung von kumulierten Hornklauseln ist besonders einfach�

Hilfssatz �� Sei G � P�M�� A� B �M � Dann gilt�
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�� G j� �A� B� 	� B �
T
G�A�


� G j� �A�� 	� G�A� � �

Beweis�

���
�
���� SeiX � G�A�� d�h�A � X� also auch B � X Somit ist B �

T
G�A��

�
	��� Sei X � G� Wenn A 
� X� dann wird A � B von X respek�
tiert� Wenn A � X� dann gibt es ein Y � G�A� mit Y � X� Somit ist
B � Y � X� also auch in diesem Fall respektiert X die kumulierte Horn�
klausel�

���
�
���� Wenn G die kumulierte Hornklausel A�  respektiert� dann gibt
es kein X � G mit A � X� also G�A� � ��

�
	��� Wenn G�A� � �� dann gilt f�ur alle X � G � A 
� X� also respektiert
G die kumulierte Hornklausel A��

�

Damit ist also die Ableitung einer kumulierten Hornklausel aus einer transi�
tivit�atsvermeidenden Menge L � KK�M� in Linearzeit m�oglich �siehe dazu auch
Algorithmus �� S� ���� Da es keine Disjunktion in der Konklusion gibt� hat man�

Hilfssatz �	 F	ur H � KHK�M� und X �M ist jH�X�j � ��

Aus dem gleichen Grund ist auch die Berechnung von H��� in Linearzeit
m�oglich �siehe auch Bemerkungen zu Algorithmus �� S� 	��� Weiterhin ergibt
sich eine interessante Zuordnung zwischen den kumulierten Hornklauseln und
den Pseudomodellen�

Hilfssatz �
 Sei H � KHK�M�� Wenn P � PMod�H�� und � � H mit P 
j� �
dann PMod�H� n fPg j� �� d�h� � wird von h	ochstens einem Pseudomodell nicht
respektiert�

Beweis� Indirekt� Angenommen P � Q � PMod�M� mit P 
� Q repektieren
� � H nicht� Sei A die Pr�amisse von �� Dann ist A � P und A � Q� also
A � P � Q �� S�
Wir zeigen jetzt indirekt P 
� Q� Angenommen es w�are P � Q� Wenn � �

�A� �� dann g�abe es kein Modell X � P und somit w�are Q kein Pseudomodell�
Wenn � � �A� B�� dann gilt f�ur jedes ModellX mit P � X auch B � X� somit
X 
� Q� auch in diesem Fall w�are Q kein Pseudomodell� Analog folgt Q 
� P �
Somit ist S 
� P � S 
� Q� Nun zeigen wir� da� S ein Pseudomodell ist� O�enbar

S ist kein Modell von H� da S � nicht respektiert�
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Sei T � S ein Pseudomodell� Auf jeden Fall gibt es Modelle X � T � denn
sonst w�aren P und Q keine Pseudomodelle �da T � P � Q�� F�ur alle Modelle
X � T gilt aber Hmin�T � � X� und da T � P � ist Hmin�T � � P � analog folgt
Hmin�T � � Q� also Hmin�T � � S�
Somit w�are S ein Pseudomodell von H� Das kann aber nicht sein� denn� Wenn

� � �A� �� dann gibt es kein Modell X � S und somit w�aren P und Q keine
Pseudomodelle� Wenn � � �A � B�� dann gilt f�ur jedes Modell X mit S � X
auch B � X� also X 
� P und X 
� Q� auch in diesem Fall w�aren P und Q kein
Pseudomodell�
Also mu� die Annahme falsch sein� Da es zu jedem Pseudomodell eine kumu�

lierte Hornklausel geben mu�� die nicht respektiert wird� bleibt nur� da� es nicht
P und Q zugleich geben� �

Hieraus folgt unmittelbar ein Basissatz f�ur kumulierte Hornklauseln� wie er
auch f�ur Implikationen gilt�

Satz � Sei H � KHK�M�� Dann ist

jHj � jPMod�H�j �

Diesen Sachverhalt macht man sich folgenderma�en klar� Zu jedem Pseudo�
modell P mu� es eine kumulierte Hornklausel geben� die verhindert� da� P ein
Modell ist� Der vorhergehende Hilfssatz besagt� da� dazu f�ur jedes Pseudomodell
eine andere solche kumulierte Hornklausel verwendet werden mu��
Es soll hier trotzdem noch ein zweiter Beweis angegeben werden� der auf

Zur�uckf�uhrung auf den Basissatz f�ur Implikationen beruht�
Beweis� Wenn Mod�H� � �� dann ist jHj � � und PMod�H� � f�g� Ansonsten
de�nieren wir zu H eine entsprechende Implikationenmenge und k�onnen f�ur diese
den Basissatz f�ur Implikationen verwenden� Sei

M � �� M � f�g � �� ��M�

H� ��
n
A� B

��� �A� B� � H
o

�
n
A� �M � f�g�

��� �A� � � H
o

�
n
f�g �M

o
�

Dann gilt�

� jH�j � jHj  ��

� Mod�H�� � Mod�H� � fM � f�gg� denn�

Sei X � Mod�H��� Falls � � X� dann ist X � f�g�M � Wenn jedoch � �� X�
dann wird H von X respektiert� also X � Mod�H��

Wenn X � Mod�H�� dann wird H von X respektiert und somit auch H��
also X � Mod�H��� f�g �M respektiert H� ebenfalls�
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� PMod�H�� � PMod�H� � fN � f�gg mit

N �� Hmin���� denn�
Nach obiger Aussage ist Mod�H� � P�M� � Mod�H�� � P�M�� Da f�ur
die De�nition� ob ein P � M ein Pseudomodell ist� nur Mengen herange�
zogen werden� die Teilmengen von P sind� ist auch PMod�H� � P�M� �
PMod�H�� �P�M��

Wenn N � �� dann ist f�g ein Pseudomodell von H�� Au�er f�g kann es
keine weiteren Pseudomodelle von H� geben� die � enthalten� da M � f�g
das einzige Modell ist� das � enth�alt�

Im Fall N 
� � ist � ein Pseudomodell von H und H�� Daher kann es keine
weiteren Pseudomodelle P � N geben� F�ur alle Pseudomodelle P mit � � P
ist � � P und damit N � P � Deshalb ist N �f�g ein Pseudomodell von H��
Es kann aber auch keine gr�o�eren Pseudomodelle geben� die � enthalten�
da M � f�g das einzige Modell ist� das � enth�alt�

Nach �GW�
� S� ��� Hilfssatz �	� mu� es mindestens so viele Implikationen in
H� geben wie Mod�H�� Pseudoinhalte hat� Die Pseudoinhalte von H� sind jedoch
genau die Pseudomodelle� Also ist jH�j � jPMod�H��j und daher jHj � jH�j�� �
jPMod�H��j � � � jPMod�H�j� somit jHj � jPMod�H��j� �

Daher ist f�ur kumulierte Hornklauseln die Menge BH nicht nur nichtredun�
dant� sondern auch minimal�

�� Ableitung von kumulierten Hornklauseln

Mitunter interessiert man sich nur f�ur die kumulierten Hornklauseln� die aus einer
Menge von kumuliertenKlauseln folgen� also f�ur KHK�M��L� zu einer gegebenen
Menge L � KK�M�� Sicher erh�alt man diese Menge� indem man zun�achst L�

bildet und dann nur die kumulierten Hornklauseln zul�a�t� Es geht aber auch
mit geringerem Aufwand� Dazu f�uhren wir einen weiteren Ableitungsbegri� ein�
Anschlie�end zeigen wir� wie man ein Erzeugendensystem f�ur die kumulierten
Hornklauseln einer Theorie Th�G� �nden kann �G � P�M���

Satz � Sei L � KK�M� abgeschlossen bez	uglich

�H��� Identit	at�
�A� A� � L f	ur A �M �

�H
�� Pr	amissenerweiterung�
Wenn �

V
A�

W
B�B

V
B� � L� dann �

V
A � C �

W
B�B

V
B� � L

f	ur C �M �
�H��� Unerf	ullbare kumulierte Hornklauseln�

Wenn �A� � � L� dann �A� B� � L f	ur B �M �
�H��� Substitution�
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Wenn �
V
A�

W
B�B

V
B�� D � B und �A �D� C� � L� dann

�
V
A�

W
B�BnfBg�fCg

V
B� � L�

Wenn �
V
A�

W
B�B

V
B�� D � B und �A �D� � � L� dann

�
V
A�

W
B�BnfBg

V
B� � L�

Dann gilt L �KHK�M� � L� �KHK�M��

Beweis� Wir m�ussen zeigen� da� alle kumulierten Hornklauseln aus L� schon in
L sind�
Sei also �X � Y � � L� �X �M � Y � P�M� � fg�� Zun�achst bilden wir wie in
Beweis von Satz � eine Folge von Teilmengen von P�M��

fXg � X�� X�� X�� ���� Xn

nach folgender Bildungsvorschrift� Gibt es ein Zi � Xi das eine kumulierte Klausel
�
V
A�

W
B�B

V
B� � L nicht respektiert� dann

Xi	� �� Xi n fZig �
�
B�B

fB � Zig �

Das Verfahren bricht ab� wenn Xn j� L�
Sei nun X ��

T
L�X�� Wir zeigen jetzt� da� f�ur alle Z � Xi folgendes gilt�

Wenn L�Z� 
� �� dann ist �Z � X� � L� ansonsten �Z � � � L� Der Beweis
erfolgt durch Induktion von Xn nach X��
Induktionsanfang� Wenn L�X� � �� dann Xn � �� Andernfalls gibt es nach
Hilfssatz � f�ur jedes Z � Xn ein V � L�X� mit V � Z und somit X � Z� Nach
�H�� ist �X � X� � L� mit �H�� folgt �Z � X� � L�
Induktionsschritt� F�ur Xi	� gelte die Behauptung� Es ist

Xi	� � Xi n fZig �
�
B�B

fB � Zig� also

Xi � Xi	� � fZig �

F�ur die Elemente von Xi	� gilt die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung�
Also mu� die Behauptung nur noch f�ur Zi gezeigt werden� Dazu betrachten wir
die zur Bildung von Xi	� herangezogene kumulierte Klausel

V
A�

W
B�B

V
B�

�� Fall� L�Zi� 
� ��
Dann ist B 
� � und es gibt es B � B mit L�Zi � B� 
� ���

A�
�
B�B

�
B

�
Zi �

�
B�B

�
B �da A � Zi �H�� �

Zi � B � X oder Zi �B �  �B � B� �da Zi �B � Xi	��

Zi � X �jBjmal �H���
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� Fall� L�Zi� � ��
Dann ist L�Zi �B� � � f�ur alle B � B�
�

A�
�
B�B

�
B

�
Zi �

�
B�B

�
B �da A � Zi �H�� �

Zi � B �  �B � B� �da Zi �B � Xi	��

Zi �  �jBjmal �H���

Also erf�ullt Xi ebenfalls die Induktionsbehauptung�
Da X� � fXg� erf�ullt auch X diese Bedingung� Wenn L�X� 
� � dann ist also

�X � X� � L� Nach Hilfssatz �� ist dann Y � X � Da nach �H�� �Y � Y � � L�
folgt mit �H�� �X � Y � � L und mit �H�� ist dann �X � Y � � L�
Falls L�X� � �� dann �X � � � L� Wenn nicht schon Y � � dann folgt

�X � Y � � L aus �H��� �

Der Vorteil der Ableitungsregeln �H����H�� gegen�uber �K����K�� besteht dar�
in� da� die Anzahl der Konklusionsmengen in den kumulierten Klauseln nicht
gr�o�er werden kann� Die Armstrong�Regeln sind Spezialf�alle von �H�� � �H��
und diese wiederum sind Spezialf�alle der Ableitungsregeln �K�� � �K��� Bezeich�
ne ���A den Abschlu� bez�uglich der Armstrong�Regeln und ���H den Abschlu�
bez�uglich �H�� � �H��� Dann ist

L � LA � LH � L�� L � KK�M� �

Man hat also � gesta�elte Ableitungskalk�ule�
Um eine erzeugende Menge f�ur KHK�M� � L� zu �nden� kann man einen

Algorithmus verwenden� der dem zur Findung der Basis aus kumuliertenKlauseln
sehr �ahnelt� Zu G � P�M�� sei

H�G� �� f
�
C j C � G� C 
� �g

das zugeh�orige H�ullensystem�

Hilfssatz �� F	ur G � P�M� und � � KHK�M� gilt

H�G� j� � 	� G j� � �

Beweis�

�
���� Es ist G � H�G�� wenn also H�G� j� �� dann auch G j� ��

�
	��� Sei G j� ��
�� Fall� � � �A� ��
d�h� es gibt keine X � G mit A � X� Dann kann es auch kein Y � H�G�� geben
mit A � Y � da Y �

S
C� C � G� Also wird � von H�G� respektiert�
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� Fall� � � �A� B��
dann B �

T
G�A�� Da f�ur alle Y � H�G� und A � Y stets

T
G�A� � Y und

damit B � Y � gilt H�G� j� �� �

Da die Menge H�G� alle Schnitte von G enth�alt� ist f�ur X � M immer
jH�G��X�j � �� Somit besteht BH�G� nur aus kumulierten Hornklauseln und er�
zeugt so alle kumulierten Hornklauseln� die in H�G� und damit auch in G gelten�
Diese Menge ist nach Satz � bez�uglich der kumulierten Hornklauseln auch mini�
mal� BH�G� verdient also wirklich den Namen Basis�
Analog zum Algorithmus zur Bestimmung der Basis aus kumuliertenKlauseln

ergibt sich der Algorithmus zur Bestimmung einer Basis der kumulierten

Hornklauseln von Th�G� f�ur G � P�M��
Zu Anfang setzt man H �� �� Man ermittelt nun nacheinander in lektischer
Reihenfolge� beginnend beim kleinsten� alle Modelle von H� Sobald f�ur eines
dieser Modelle X nicht X �

T
G�X� gilt� wird die kumulierte Hornklausel

�X �
T
G�X�� �wenn G�X� 
� �� bzw� �X � � �wenn G�X� � �� zu H

hinzugef�ugt� und die Berechnung der Modelle wird mit der vergr�o�erten Menge
H fortgesetzt�
Auf diese Weise wird H schrittweise erweitert� Wenn schlie�lich alle Modelle

berechnet sind� ist H ein Erzeugendensystem der kumulierten Hornklauseln der
Theorie von G�
Die Richtigkeit des Algorithmus folgt aus dem Algorithmus zur Bestimmung

von BG und aus Hilfssatz ��

�� Optimierte Algorithmen

Im folgenden Kapitel werden noch einmal die wichtigsten Algorithmen der vor�
angegangenen Abschnitte in optimierter und detailierter Form vorgestellt� Dabei
werden sie auch hinsichtlich ihres Aufwandes untersucht�
Die ersten beiden Algorithmen befassen sich mit der Berechnung von L���

bzw� Lmin���� Der Aufwand dieser Algorithmen h�angt stark von der Anzahl der
Konklusionsmengen der einzelnen kumulierten Klauseln ab und ist nicht poly�
nomial� Die folgenden beiden Algorithmen geben zwei M�oglichkeiten an� G��� zu
ermitteln� Danach sind drei Algorithmen angegeben� die sich mit der Bestim�
mung von Mod�L� und BG befassen� Da sie den zweiten Algorithmus verwenden�
sind auch diese Berechnungen nicht polynomial� Algorithmus � ermittelt L� in
linearer Zeit� Damit kann f�ur transitivit�atsvermeidende Mengen L��� berechnet
werden �siehe Abschnitt ��� Der letzte hier angegebene Algorithmus testet die
Erf�ullbarkeit einer Menge H von kumulierten Hornklauseln und kann auch zur
Berechnung von H��� verwendet werden� Auch hier ist der Aufwand linear�
Zur Angabe der Komplexit�aten der Algorithmen ist es notwendig� die Mengen

kumulierter Klauseln gr�o�enm�a�ig zu erfassen� Dazu de�nieren wir�
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De�nition �	� Sei � � �
V
A�

W
B�B

V
B� � KK�M�� dann ist

���� �� jAj 
X
B�B

jBj �

Als Erweiterung f�ur L � KK�M� sei

��L� ��
X
��L

���� �

�

Zum Beispiel hat der Test� ob X �M ein Modell von L ist� o�ensichtlich den
Aufwand O���L���
In einigen F�allen h�angt die Komplexit�at stark davon ab� wieviele Konklusi�

onsmengen die einzelnen kumulierten Klauseln haben� Wir de�nieren daher eine
weitere Ma�gr�o�e f�ur L� die dies erfa�t�

De�nition �
� SeiL � f��� ��� � � � � �lg � KK�M� mit�i � �
V
Ai �

W
B�Bi

V
B��

Dann sei


�L� �� �  jB�j jB�j � jB�j jB�j � jB�j � jB�j � � �

� � � jB�j � jB�j � � � jBlj�

wobei jB�j � jB�j � jB�j � � � � � jBlj �

�

Hilfssatz �� F	ur L � KK�M� und � � �
V
A�

W
B�B

V
B� � L gilt�

�� �  jBj � 
�L n f�g� � 
�L��


� jBj 
�L n f�g� � 
�L��

�� ��L� � jM j � �jLj 
�L���

�� F	ur alle X �M gilt jL�X�j � 
�L�j�

Diese Aussagen lassen sich leicht nachpr�ufen� Die Gr�o�e 
��� ist sicher etwas
unhandlich� Viele der folgenden Aussagen lassen sich auch mit anderen entspre�
chenden Ma�gr�o�en f�ur L aufstellen� z�B�

��L� ��
Y
�i�L

�jBij �� �

Die G�ultigkeit dieser abgewandelten Aussagen folgt dann in der Regel einfach
aus der Tatsache� da� 
�L� � ��L� f�ur alle L � KK�M��
Um im folgenden auf die Elemente linear geordneter Mengen zugreifen zu

k�onnen� verwenden wir das Befehlspaar first in� next in� und zwar folgenderma�
�en� first in und next in sind boolesche Funktionen� Dabei weist first in�x�X�
der Variable x den kleinsten Wert aus der Menge X zu und liefert true� wenn
X 
� �� ansonsten ist das Ergebnis false� next in�x�X� ersetzt x durch das
n�achste Element von X und liefert true� sofern ein solches x in X existiert� sonst
false�
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���� Berechnung von L���

Der folgende Algorithmus verwendet die Mengen X und Y� wobei Y stets lek�
tisch geordnet ist� Neue Elemente werden also nicht einfach hinzugef�ugt� sondern
eingeordnet� Weiterhin wird jedem Element Y � Y eine Menge oldKK �Y � von
Indizes kumulierter Klauseln zugeordnet �d�h� bei der praktischen Realisierung
sollten die Elemente von Y besser Paare �Y� oldKK �Y �� sein��

Algorithmus ��

Input� L � f��� ��� � � � � �lg � KK�M�� wobei �i � �
V
Ai �

W
B�Bi

V
B��

X �M
Output� L�X�

��� for all x �M do begin

��� contain�x� �� ��
��� for i �� � to l do
��� if x � Ai then contain�x� �� contain�x�� fig�
�	� end�

�
� X �� ��
�� Y �� fXg� oldKK �X� �� ��
��� while first in�Y�Y� do begin

��� KKused �� false�

���� applyingKK �� L n
�S

x��Y contain�x�
�
�

���� applyingKK �� applyingKK n oldKK �Y ��
���� if first in�i� applyingKK� then
���� repeat

���� oldKK �Y � �� oldKK �Y � � fig
��	� if Y 
j� �i then begin

��
� KKused �� true�

��� for all B � Bi do begin

���� Y �� Y � fY � Bg�
���� oldKK �Y �B� �� oldKK �Y �
���� end�

���� end

���� until KKused or not next in�i� applyingKK��
���� Y �� Y n fY g�
���� if not KKused then X �� X � fY g�
��	� end�

��
� L�X� �� X �

E�ektivit�at�

Dieser Algorithmus beruht aussschlie�lich auf dem Hilfssatz �� Die Elemente von
X werden in lektisch aufsteigender Reihenfolge hinzugef�ugt� auf diese Weise ist
L�X� automatisch lektisch geordnet�
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Komplexit�at�

Die Schleife �����	� wird jM j�mal durchlaufen� die Schleife ������� jeweils l�mal�
der Aufwand in Zeile ��� ist konstant� Also ist der Aufwand f�ur die Berechnung
der contain�x� insgesamt O�jM j � l��
Die Frage� wie oft die Schleife ������	� durchlaufen wird� ist etwas schwieriger

zu beantworten� denn dies h�angt stark davon ab� wieviele Konklusionsmengen die
einzelnen kumuliertenKlauseln haben� BezeichneS�L� die Anzahl der Durchl�aufe
der Schleife ������	� bei der Berechnung �in Abh�angigkeit von L��
Behauptung� S�L� � 
�L�
Beweis� Durch vollst�andige Induktion �uber jLj�
Induktionsanfang�Wenn L � �� dann wird die Schleife genau einmal durchlaufen�

��� � �� stimmt�
Induktionsschritt� Betrachten wir den ersten Durchlauf der Schleife� Es ist dann
Y � fXg� Wenn es kein �i � L gibt� das X nicht respektiert �Zeile �	�� ist
L�X� � fXg und Algorithmus durchl�auft die Schleife nur einmal� � � 
�L�
stimmt�
Sei nun �i � L� Y � X 
j� �i �Zeile �	�� Wenn jBij � �� dann gibt es

ebenfalls nur einen Durchlauf� Ansonsten erzeugt �i genau jBij Mengen in Y�
Lold �� f�j j j � oldKK �X�g ist die Menge der kumulierten Klauseln� auf die X
schon getestet wurde� Es ist auch �i � Lold� Die Verwendung von oldKK sorgt
daf�ur� da� f�ur die neuen Mengen in X nur noch mit L nLold gearbeitet wird� also

S�L� � �  jBij � S�L n Lold�

� �  jBij � 
�L n Lold� �Induktionsvoraussetzung�

� �  jBij � 
�L n f�ig�

� 
�L� �

�

In den Zeilen �������� hat die Berechnung von applyingKK den gr�o�ten Auf�
wand �Zeile ���� und zwar O�jM j � l�� also insgesamt O�
�L� � jM j � l� f�ur diese
Zeilen�
In einem Durchlauf der Schleife ������	� wird die Schleife ��������� h�ochstens

l�mal durchlaufen� Deren Inneres hat die Komplexit�at O�jBij � jM j� �Zeile �	� ���
bzw� O�jBij � l� �Zeile ���� also insgesamt O�jBij � �jM j  l��� Man k�onnte jetzt
jBij � maxfjBkj j �k � Lg absch�atzen� und erhielte f�ur diese Zeilen insgesamt
O�
�L� � l �maxfjBij j �i � Lg � �jM j  l�g�� es ist aber auch eine di�erenzierte
Absch�atzung m�oglich� Sei ��L� die Summe der jBij �uber die gesamten Durchl�aufe
der Schleife ����������
Behauptung� ��L� � 
�L�
Beweis� Durch vollst�andige Induktion �uber jLj�
Induktionsanfang� Wenn L � �� dann wird die Schleife �uberhaupt nicht durch�
laufen� � � � � 
���� stimmt�
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Induktionsschritt� Betrachten wir den ersten Durchlauf der Schleife� Es ist dann
Y � X� Wenn es kein �i � L gibt� das X nicht respektiert �Zeile �	�� ist
L�X� � X und Algorithmus durchl�auft die Schleife j applyingKK j�mal� d�h�
��L� �

P
j�applyingKK jBjj �

P
�j�L

jBj j � 
�L�� In diesem Fall gilt die Behaup�
tung�
Sei nun �i � L� mit X � Y 
j� �i� Lold �� f�j j j � oldKK �X�g ist die Menge

der kumulierten Klauseln� auf die X schon getestet wurde� Es ist auch �i � Lold�
Wenn jBij � �� dann bricht der Algorithmus nach dem Test von �i f�ur diese
Menge X ab� also ��L� �

P
�j�Lold

jBjj �
P

�j�L
jBjj � 
�L��

Wenn jBij 
� �� dann erzeugt die Anwendung von �i genau jBij Mengen in
X� Die Verwendung von oldKK sorgt daf�ur� da� f�ur die neuen Mengen in X nur
noch mit L n Lold gearbeitet wird� also

��L� �
X

�j�Lold

jBjj jBij � ��L n Lold�

�
X

�j�Lold

jBjj jBij � 
�L n Lold� �Induktionsvoraussetzung�

�
X

�j�Loldnf�ig

jBjj 
 ��L n Lold� � f�ig�

� 
�L� �

�

Also ist der Aufwand der Zeilen ��������� insgesamt O�
�L���jM j l��� Somit
ergibt sich als Komlexit�at f�ur den gesamten Algorithmus

O
�
jM j � l

�
 O

�

�L� � jM j � l

�
 O

�

�L� � �jM j  l�

�

� O
�
jM j � l � 
�L�

�
also

O
�
jM j � jLj � 
�L�

�
�

Es gibt aber noch eine andere Variante� um die Anzahl der Durchl�aufe der Schlei�
fe ������	� abzusch�atzen� Aus Y wird in jedem Durchlauf das lektisch kleinste
Element Y entfernt �Zeile ��� und es werden nur lektisch gr�o�ere Menge zu Y
hinzugef�ugt �Zeile ���� Also wird Y bei jedem Durchlauf echt gr�o�er� somit ist
die Anzahl der Durchl�aufe auf jP�M�j begrenzt� Dies kann bei gro�en Anzahlen
von Konklusionsmengen deutlich weniger sein als 
�L��
Mit dieser Absch�atzung erh�alt man f�ur den Aufwand

O
�
jM j � l

�
 O

�
jP�M�j � jM j � l

�

 O
�
jP�M�j � l �maxfjBij j �i � Lg � �jM j l�g

�

� O
�
jP�M�j � l� �maxfjBij j �i � Lg

�
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also

O
�
jP�M�j � jLj� �maxfjBij j �i � Lg

�
�

Betrachten wir zum Schlu� noch den trivialen Algorithmus� Dabei wird einfach
f�ur alle Y � M mit X � Y getestet� ob Y j� L und anschlie�end werden
die minimalen Elemente ermittelt� Der erste Teil hat dabei somit den Aufwand
O�jP�M nX�j � ��L�� der zweite Teil O�jP�M nX�j � jL�X�j � jM j�� Damit ergibt
sich insgesamt

O�jP�M nX�j � ���L�  jL�X�j � jM j�� � O�jP�M�j � jM j � �jLj 
�L�� �

���� Berechnung von Lmin���

Der folgende Algorithmus verwendet die Menge Y� die stets als lektisch geord�
net verstanden werden soll� Es wird wieder jedem Y � Y ein oldKK �X� � L
zugeordnet�

Algorithmus ��

Input� L � f��� ��� � � � � �lg � KK�M�� wobei �i � �
V
Ai �

W
B�Bi

V
B��

X �M
Output� Lmin�X�

��� for all x �M do begin

��� contain�x� �� ��
��� for i to l do
��� if x � Ai then contain�x� �� contain�x�� fig�
�	� end�

�
� Y �� fXg� oldKK �X� �� ��
�� repeat

��� KKused �� false�

��� if not first in�Y�Y� then begin

���� Y �� �� applyingKK �� �
���� end else begin

���� applyingKK �� L n
�S

x��Y contain�x�
�
�

���� applyingKK �� applyingKK n oldKK �Y �
���� end�

��	� if first in�i� applyingKK� then
��
� repeat

��� oldKK �Y � �� oldKK �Y � � fig
���� if Y 
j� �i then begin

���� KKused �� true�

���� for all B � Bi do begin

���� Y �� Y � fY � Bg�
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���� oldKK �Y �B� �� oldKK �Y �
���� end�

���� end

��	� until KKused or not next in�i� applyingKK��
��
� Y �� Y n fY g�
��� until not KKused�
���� Lmin�X� �� X �

E�ektivit�at�

Da� dieser Algorithmus tats�achlich Lmin�X� liefert� ist relativ einfach einzusehen�
er ist eine leichte Abwandlung von Algorithmus �� Es gilt stets �U � L�X� �V �
Y � V � U � also V � U � Das letzte Y in Zeile ���� ist lektisch minimal in Y
und respektiert L� d�h� Y � L�X� und �U � L�X� �V � Y � V � U � also
Y � V � U � Daher ist Lmin�X� � Y �

Komplexit�at�

Der Aufwand ist derselbe wie bei Algorithmus �� also

O
�
jM j � jLj � 
�L�

�
�

���� Berechnung von G���� direkt

Der folgende Algorithmus verwendet die Menge X ungeordnet�

Algorithmus ��

Input� G � P�M�� X �M
Output� G�X�

��� X �� ��
��� if first in�Y�G� then
��� repeat

��� if X � Y then begin

�	� stop �� false�

�
� if first in�Z�X� then
�� repeat

��� if Z � Y then stop �� true�

��� if Z � Y then X �� X n fZg�
���� until stop or not next in�Z�X��
���� if not stop then X �� X � fY g�
���� end�

���� until not next in�Y�G��
���� G�X� �� X �
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E�ektivit�at�

Dieser Algorithmus ist lediglich eine algorithmische Darstellung der De�nition
von G���� Wenn G lektisch aufsteigend geordnet ist� kann die Zeile ��� entfallen�

Komplexit�at�

Wir geben die Komplexit�at f�ur den Fall an� da� G lektisch aufsteigend geordnet
ist� Dies spielt f�ur den Algorithmus keine Rolle� wohl aber f�ur den Aufwand� Die
Schleife �������� wird jGj�mal durchlaufen� der Vergleich in ��� hat den Aufwand
O�jM j�� Da nach obiger Bemerkung die Zeile ��� entfallen kann� wird die Menge
X immer nur vergr�o�ert� also wird die Schleife �
������ bei einem Durchlauf
von �������� h�ochstens jG�X�j�mal durchlaufen� Deren Inneres hat den Aufwand
O�jM j�� Somit bel�auft sich der Gesamtaufwand auf

O�jGj � jG�X�j � jM j� � O�jGj� � jM j�

�O�jGj� � jM j� ist auch der Aufwand des Algorithmus mit unsortierter Menge G��

���� Berechnung von G���� Sieb des Eratosthenes

Der folgende Algorithmus verwendet die lektisch geordnete Menge Y�

Algorithmus ��

Input� G � P�M�� X �M
Output� G�X�

��� Y �� G� X �� ��
��� if first in�Y�Y� then
��� repeat

��� if X 
� Y then Y �� Y n fY g�
�	� until not next in�Y�Y��
�
� while first in�Y�Y� do begin

�� while next in�Z�Y� do
��� if Y � Z then Y �� Y n fZg�
��� X �� X � fY g�
���� end�

���� G�X� �� X �

E�ektivit�at�

Nach den Zeilen �����	� ist Y � X� und damit G�X� � min��Y�� F�ur das
kleinste Element Y � Y gilt Y 
� Z f�ur Z � Y� also Y � G�X�� Au�erdem ist
Z �� G�X� f�ur Y � Z� diese Mengen k�onnen aus Y entfernt werden� In der neuen
Menge Y� gibt es wieder ein kleinstes Element Y �� f�ur das Y � 
� Z f�ur Z � Y�

und Y � Y �� Y 
� Y �� Also Y � � G�X�� usw�

Komplexit�at�

Der Aufwand ist wie bei Algorithmus �

O�jGj � jG�X�j � jM j� � O�jGj� � jM j� �
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���� Berechnung von X � i� so da� i maximal bez	uglich

X � X � i

Im folgenden sei o�B�d�A� M � f�� �� � � � ng und Mk �� fk� k  �� � � � ng f�ur
k �M �

Algorithmus 	�

Input� L � f��� ��� � � � � �lg � KK�M�� wobei �i � �
V
Ai �

W
B�Bi

V
B�� X �M

Output� �X � i� i�� so da� i maximal bez�uglich X � X � i ist� bzw� ��� ��� wenn
es kein solches i gibt�

��� for all i �M nX do

��� L�j� �� ��
��� for all �j � L do begin

��� if not first in�k�Aj nX� then k �� jM j�
�	� for i �� � to k and i �� X do begin

�
� X �� ��
�� forall B � Bj do

��� if B �Mi �X then X �� X � fB �Mig�
��� L�i� �� L�i� � �

V
Aj �Mj �

W
C�X

V
C��

���� end�

���� end�

���� i �� jM j  ��
���� repeat

���� i �� i� ��
��	� if i �� X then begin

��
� Y �� �X nMi� � fig�
��� Y �� �L�i�min��Y �� �Verwendung von Algorithmus 
�
���� end�

���� until Y 
� � or i � ��
���� if Y � � then i �� ��
���� �X � i� i� �� �Y � i� �

E�ektivit�at�

Dieser Algorithmus beruht auf dem Hilfssatz �� Die Einschr�ankung auf die ver�
schiedenen Klauselmengen gew�ahrleistet� da� f�ur Y � Mod�L�i�� stets X �i Y
und Y j� L gilt� Auf diese Weise wird der Aufwand beim Berechnen von Lmin
verringert�

Komplexit�at�

Der Aufwand der Zeilen ������� ist O�jM j�� Die Schleife �������� wird l�mal
durchlaufen� der Aufwand der Zeile ��� ist O�jM j�� Die Zeilen �	������ werden
f�ur jedes �i � L h�ochstens jM j�mal durchlaufen� somit ist der Aufwand f�ur die
Zeilen �
�� �� und ��� insgesamt O�l � jM j���
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Die Zeile ��� wird f�ur jedes B � Bi �i � � � � � l� h�ochstens jM j�mal durchlau�
fen� der Aufwand betr�agt dabei jeweils O�jBj�� Damit ergibt sich also O�jM j �Pl

i��

P
B�Bi

jBj��
Die Schleife ��������� wird h�ochstens jM j�mal durchlaufen� den gr�o�ten Auf�

wand in ihrem Inneren hat die Zeile ��� mit Berechnung von L�i�min�Y � mit
O�jMij � jL�i�j � j
�L�i��j� �siehe Algorithmus ��� Diese Werte lassen sich sehr
schlecht absch�atzen� auf jeden Fall gilt aber jL�i�j � jLj und j
�L�i��j � j
�L�j�
Somit hat der zweite Teil des Algorithmus einen Aufwand vonO�jM j��jLj�j
�L�j��
Damit ergibt sich insgesamt

O�jM j�  O�l � jM j��  O
�
jM j �

lX
i��

X
B�Bi

jBj
�
 O�jM j� � jLj � j
�L�j� �

Aus Hilfssatz �� ���� folgt
Pl

i��

P
B�Bi

jBj � jM j � 
�L�� also ist der Aufwand
f�ur den Algorithmus 	

O�jM j� � jLj � j
�L�j� �

Dies ist leider auch der Aufwand des entsprechenden trivialen Algorithmus� bei
dem man einfach f�ur alle i � M die Menge A� i berechnet� F�ur kleine Mengen
d�urfte Algorithmus 	 trotzdem g�unstiger sein�

���
 Berechnung von Mod�L�

Algorithmus 
�

Input� L � KK�M�
Output� Mod�L�

��� X �� ��
��� A � Lmin����
��� if A j� L then i �� � else i �� ��
��� while i 
� � do begin

�	� X �� X � fAg�

�
� �A� i� ��


�A� i� i�� wenn �i maximal bez	uglich A � A� i
��� ��� sonst

�

�Verwendung von Algorithmus ��
�� end�

��� Mod�L� �� X� �

E�ektivit�at�

Es handelt sich hierbei lediglich um eine exaktere Fassung des Algorithmus aus
Abschnitt 
�
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Komplexit�at�

Im wesentlichen besteht der Algorithmus aus jMod�L�j Aufrufen des Algorithmus
	� Daher der Aufwand dieses Algorithmus

O�jM j� � jLj � j
�L�j � jMod�L�j� �

Der triviale Algorithmus� bei dem einfach f�ur alle X � M getestet wird� ob
X j� L� hat den Aufwand O�jP�M�j � ��L���

���� Berechnung von Th�G�

Algorithmus ��

Input� G � P�M�
Output� L � KK�M� Erzeugendensystem f�ur Th�G�

��� L �� �� A �� ��
��� repeat

��� if A �� G then L �� L � �GA�

��� �A� i� ��


�A� i� i�� wenn �i maximal bez	uglich A � A� i
��� ��� sonst

�

�Verwendung von Algorithmus ��
�	� until i � �� �

E�ektivit�at�

Es handelt sich hierbei lediglich um eine exaktere Fassung des Algorithmus aus
Abschnitt ��

Komplexit�at�

Eine gute Absch�atzung anzugeben ist hier relativ schwierig� da man die Werte
f�ur L schlecht erfassen kann� Der Form halber soll hier eine grobe Absch�atzung
angegeben werden�
Die Schleife �����	� wird h�ochstens jGj  jPMod�G�j mal durchlaufen� Au�

�erdem ist jLj � jPMod�G�j�
�Uber 
�L� kann man noch weniger sagen� Sei ��G� die maximale L�ange ei�

ner Antikette in G� Dann gilt die grobe Absch�atzung O�
�L�� � O���G�jLj��
Insgesamt ergibt sich so ein Aufwand von

O��jGj jPMod�G�j� � jM j� � jPMod�G�j � ��G�jPMod�G�j� �

���� Berechnung von L����

Algorithmus ��

Input� L � f��� ��� � � � � �lg � KK�M�� wobei �i � �
V
Ai �

W
B�Bi

V
B��

X �M
Output� L��X�
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��� X �� ��
��� holdsInL �� true� isEmpty �� false�

��� i �� ��
��� while i � l and not isEmpty do begin

�	� if Ai � X then begin

�
� Y �� ��
�� holds �� false�

��� if not first in�B�Bi� then
��� isEmpty �� true

���� else

���� repeat

���� if X � B then Y �� Y � fBg�
���� if X � B then holds �� true�

���� until holds or not next in�B�Bi��
��	� if not holds then begin

��
� holdsInL �� false�

��� X �� X �Y�
���� end�

���� end

���� i �� i ��
���� end�

���� if holdsInL then X �� fXg�
���� L��X� �� X �

E�ektivit�at�

Dieser Algorithmus verwendet lediglich die De�nition von L����� Die Variable
isEmpty darf nur verwendet werden� wenn L transitivit�atsvermeidend ist�

Komplexit�at�

Die Schleife �������� wird f�ur jedes �i � L h�ochstens einmal durchlaufen� also
ergibt sich f�ur die Zeilen ���� �
������ und ��	������ der Aufwand O�l�� F�ur Zeile
�	� ist der Aufwand dementsprechend O�

Pl
i�� jAij� und f�ur die Zeilen ���������

O�
Pl

i��

P
B�Bi

jBj�� Somit ergibt sich insgesamt

O�l�  O
� lX

i��

jAij
�
 O
� lX

i��

X
B�Bi

jBj
�

und da l � ��H� �au�er in Trivialf�allen�� ist der Aufwand f�ur Algorithmus �

O���H�� �

��� Erf	ullbarkeit von kumulierten Hornklauseln

Der folgende Algorithmus ist im wesentlichen eine Erweiterung des Algorithmus
zur Horn�Erf�ullbarkeit aus �DG����
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Es wird wieder jedemm �M eine Menge contain�m� von Indizes kumulierter
Hornklauseln zugeordnet� Au�erdem gibt es zu jedem m eine boolesche Variable
val�m�� die an gibt� ob �� � m� � H� und zu jeder kumulierten Hornklausel einen
Z�ahler numargs� der angibt� f�ur wieviele Elemente der Pr�amisse zum aktuellen
Zeitpunkt val � false ist�

Algorithmus ��

Input� H � f��� ��� � � � � �lg � KHK�M�� wobei �i � �A�i Bi� mit A �M �
B � P�M� � fg

Output� consistent �� true� wenn H erf�ullbar� sonst false

��� L �� ��
��� for all m �M do begin

��� contain�m� �� ��
��� val�m� �� false

�	� end�

�
� for i �� � to l do begin

�� numargs�i� �� jAij�
��� if numargs�i� � � then L �� L � fig�
��� for all m � Ai do

���� contain�m� �� contain�m�� fmg
���� end�

���� consistent �� true�

���� while first in�i�L� and consistent do
���� if Bi �  then

��	� consistent �� false

��
� else begin

��� for all m � Bi do

���� if val�m� � false then begin

���� val�m� �� true�

���� for all j � contain�m� do begin

���� numargs�j� �� numargs�j�� ��
���� if numargs�j� � � then L �� L � fjg�
���� end�

���� end�

��	� L �� L n fig�
��
� end� �

E�ektivit�at�

Sei X �� fm � M j val�m� � trueg� Zu Anfang ist X � �� Der Algorithmus
erweitert X schrittweise� bis X � H��� gilt� denn dann ist H erf�ullbar� oder er
auf eine kumulierte Hornklausel in H st�o�t� die von X nicht respektiert wird�
dann ist H nicht erf�ullbar�
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In L be�nden sich die Indizes der kumulierten Hornklauseln aus H� deren
Pr�amisse f�ur das gegenw�artige X erf�ullt ist und die noch nicht in der Schleife
�������
� abgearbeitet wurden� In dieser Schleife werden die Elemente der Kon�
klusion einer solchen kumulierten Hornklausel zu X hinzugenommen� sofern sie
nicht schon in X enthalten sind� Weiterhin wird gepr�uft� ob Pr�amissen anderer
kumulierter Hornklausel dadurch erf�ullt werden� diese werden zu L hinzugenom�
men�
Wenn L zu einem Zeitpunkt leer ist� dann X j� H� also H erf�ullbar�

Komplexit�at�

Die Schleife �����	� wird genau jM j mal durchlaufen� ihr Inhalt hat konstanten
Aufwand� also ist der Aufwand f�ur diese Zeilen O�jM j�� F�ur die Zeilen �������
ergibt sich ein Aufwand von O�

Pl
i�� jAij��

Die Schleife �������
� wird f�ur jedes �i � H h�ochstens einmal durchlau�
fen� Somit ergibt sich f�ur die Zeilen �������
� O�l� und f�ur die Zeilen ��������
O�
Pl

i�� jBij��
Die Zeilen ��������� k�onnen f�ur jedes m � M h�ochstens einmal durchlaufen

werden� somit ergibt sich als Aufwand O�
P

m�M��  contain�m��� � O�jM j  P
m�M contain�m�� � O�jM j  

Pl
i�� jAij��

Damit ergibt sich f�ur den gesamten Algorithmus

O�jM j�  O
� lX
i��

jAij
�
 O�l�  O

� lX
i��

jBij
�
 O

�
jM j 

lX
i��

jAij
�
�

und da jM j � ��H� und l � ��H� �au�er in Trivialf�allen�� ist der Aufwand f�ur
Algorithmus �

O���H�� �

Nach dem Durchlauf des Algorithmus ist X �� fm � M j val�m� � trueg das
kleinste Modell von H� sowohl lektisch als auch bez�uglich Inklusion� Auf diese
Weise kann man zu einem gegebenen A � M bequem H�A� berechnen� Man
pr�uft� ob H � f�� � A�g erf�ullbar ist� Wenn ja� dann ist H�A� � ffm � M j
val�m� � truegg� ansonsten ist H�A� � �� Der Aufwand daf�ur ist O�jAj ��H���
also linear�

�� Einordnung in Komplexit�atsklassen

Unabh�angig von den vorgestellten Algorithmen kann man die Berechnungen mit
kumulierten Klauseln in die �ublichen Komplexit�atsklassen einordnen� Die Frage�
ob eine Menge L kumulierter Klauseln �uberhaupt erf�ullbar ist �KK�SAT�� ist
NP �vollst�andig� Das Pr�ufen� ob eine kumulierte Hornklausel aus L ableitbar ist�
ist hingegen coNP �vollst�andig� Die Berechnung von L��� ist coNP �hart� In den
Anwendungen kommen meist nur wenige

�
echte� kumulierte Klauseln vor� die
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meisten sind kumulierte Hornklauseln� Es stellt sich daher die Frage� der Ablei�
tung einer kumulierten Hornklausel aus einer Menge kumulierter Klauseln� bei
der die Menge der

�
echten� kumulierten Klauseln in gewisser Weise beschr�ankt

ist� Dieses Problem ist in Polynomzeit l�osbar�

Problem �� KK�SAT
Eingabe� L � KK�M�
Frage� Gibt es ein X �M � das L respektiert !

Satz � Problem � ist NP �vollst	andig�

Beweis� Ein Algorithmus kann in linearer Zeit ein X �M raten und pr�ufen� ob
L von X respektiert wird� also liegt dieses Problem in NP �
Weiterhin l�a�t sich SAT auf dieses Problem reduzieren� SeiM eine Variablen�

menge und � eine aussagenlogische Formel �uber M in disjunktiver Normalform�
d�h� �sei M �� fm j m �Mg��

� �
�

A� �
�

A� � � � � �
�

Ak� Ai �M �M f�ur i � � � � � k

SAT fragt nun� ob es eine Belegung  � M � f�� �g gibt� so da� ��� � ��
Betrachten wir nun die folgende Menge kumulierter Klauseln �uberM � ��M �M �

L �� f� �
�

A� �
�

A� � � � � �
�

Akg

� f� � m �m j m �Mg

� fm �m� � j m �Mg

und die Frage� ob es ein X � �M � gibt� das dieses L respektiert�
Wenn es solch X � gibt� dann erf�ullt die Belegung

�m� ��


�� m � X �

�� sonst

die Formel ��
Gibt es umgekehrt eine Belegung  f�ur M mit ��� � �� dann respektiert

X � �� fm j �m� � �g die Menge L�
Somit kann SAT �uber Problem � entschieden werden� Da das Aufstellen von

L in polynomieller Zeit m�oglich ist� denn M und somit auch L sind durch die
Gr�o�e von � beschr�ankt� mu� Problem � NP �vollst�andig sein� �

Das Problem KHK�Sat� bei demman nur kumulierte Hornklauseln betrachtet�
ist linear� da man es mit Algorithmus � entscheiden kann� F�ur eine transitivit�ats�
vermeidende Menge ist diese Frage ebenfalls linear� da man die Erf�ullbarkeit aus
L��� entscheiden kann�
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Problem �� Ableitung kumulierter Hornklauseln
Eingabe� L � KK�M�� �A� B� � KHK�M�
Frage� Ist �A� B� � L� !

Hilfssatz �� Problem 
 ist coNP �vollst	andig�

Beweis� Ein X �M � das L respektiert aber nicht A� B� kann erraten und in
linearer Zeit auf diese Eigenschaft gepr�uft werden� In diesem Fall w�are A � B
nicht ableitbar� das Problem liegt also in coNP �
Um die Vollst�andigkeit zu zeigen� f�uhren wir das Komplement�arproblem von

KK�SAT auf Problem � zur�uck� Sei L � KK�M� und wir fragen� ob L nicht erf�ull�
bar ist� Wenn �� � � � L� dann ist L nicht erf�ullbar� wenn �� � � �� L� dann
ist Mod�L� 
� � und somit L erf�ullbar� Also l�a�t sich dieses Komplement�arpro�
blem �uber die Ableitbarkeit der kumulierten Hornklausel � �  entscheiden� Da
KK�SAT NP �vollst�andig ist� mu� Problem � somit coNP �vollst�andig sein �

Die Ableitung kumulierter Hornklauseln aus einer Menge kumulierter Horn�
klauseln ist nach den Anmerkungen zu Algorithmus � linear�

Problem �� Berechnung von L���
Eingabe� L � KK�M�� X �M
Frage� Was ist L�X� !

Hilfssatz � Problem � ist coNP �hart�

Beweis� Durch Reduktion von Problem � auf Problem �� denn aus der Kenntnis
von L�A� kann man nach Hilfssatz �� sofort entscheiden� ob �A� B� � L�� �

F�ur eine transitivit�atsvermeidene Menge L ist dieses Problem jedoch �wie
bereits mehrfach erw�ahnt� linear� Bei Anwendungen� besonders der Merkmals�
exploration� hat man es gew�ohnlich mit Mengen kumulierter Klauseln zu tun�
die haupts�achlich aus kumulierten Hornklauseln bestehen� man hat also nur eine
beschr�ankte Menge kumulierte Klauseln mit mehr als einer Konklusionsmenge�
Desweiteren wird meist auch nur die Ableitbarkeit kumulierter Hornklauseln ge�
fragt� Dieses Problem ist

�
gl�ucklicherweise� in Polynomzeit entscheidbar�

Problem �� Ableitung kumulierter Hornklauseln bei beschr�anktem L � KK�M�
Eingabe� L � KK�M� mit 
�L� � n� H � KHK�M�� �A� B� � KHK�M�
Frage� Ist �A� B� � �L �H�� !

Hilfssatz �� Problem � l	a�t sich in

O
�
jM j � �jLj jHj� � jHj�

�

entscheiden�



�� KUMULIERTE KLAUSELN UND KONTEXTE 		

Beweis� Wir betrachten L� �� L � H als Menge von kumulierten Klauseln�
Da die kumulierten Klauseln aus H h�ochstens eine Konklusionsmenge haben� ist

�L�� � 
�cL� � jHj � njHj�
Somit ist die Berechnung von L��A� nach Algorithmus � mit einem Aufwand

von

O
�
jM j � jL�j � 
�L��

�

� O
�
jM j � �jLj jHj� � njHj

�

� O
�
jM j � �jLj jHj� � jHj

�
m�oglich und somit das gefragte Problem entscheidbar� denn nach Hilfssatz �� ist
aus der Kenntnis von L��A� sofort entscheidbar� ob �A� B� � L��� �

Dies ist der bei der Anwendung h�au�gste Fall� es entstehen meist nur wenige

�
echte� kumulierte Klauseln�

�	 Kumulierte Klauseln und Kontexte

Ein formaler Kontext K �� �G�M� I� besteht aus zwei Mengen G �genannt
Gegenst�ande� und M �genannt Merkmale� sowie einer Relation I � G �M
�
�
Gegenstand hat Merkmal�� �siehe dazu �GW�
��� Solche Kontexte eignen sich

hervorragend zur Repr�asentation von Teilmengen von M bzw� von Modellklas�
sen von Mengen kumulierter Klauseln �uber M � Die Gegenst�ande g � G werden
dabei mit ihrer Auspr�agung gI als Modelle aufgefa�t� Umgekehrt eignen sich
die kumulierten Klauseln� um die inneren Abh�angigkeiten der Gegenst�ande eines
Kontextes zu untersuchen� Dazu k�onnen Kontexten beschreibende Mengen ku�
mulierter Klauseln zugeordnet werden� Im zweiten Teil des Abschitts werden die
Zusammenh�ange zwischen den Kontextkonstruktionen Direkte Summe und Halb�
produkt und den beschreibenden Mengen untersucht� An einem Beispiel werden
diese in Verbindung mit der Skalierung mehrwertiger Kontexte demonstriert�
Zun�achst ein kleines Beispiel zu Kontexten und kumuliertenKlauseln generell�

Beispiel ��� �Rotk�appchen�
Wir setzen M �� fTier�Mensch�Wohnt im Wald�Rote Kappeg� und verwenden
daf�ur die Abk�urzungen ft�m�ww� rkg� Die Menge kumulierter Klauseln sei�

L �� f�� � t j m�� �t�m� �

�� � ww j rk�� �ww� rk � �

�rk � m�g

Als Modelle ergeben sich�

Mod�L� � fft� wwg� fm�wwg� fm� rkgg �

t m ww rk

Wolf � �
Gro�mutter � �
Rotk�appchen � �
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Eine Menge von kumulierten Klauseln L � KK�M� nennen wir beschrei�
bende Menge f�ur den Kontext �G�M� I�� wenn die Modellklasse von L genau
die Menge der Auspr�agungen der Gegenst�ande G ist� d�h� wenn

�X �M � X j� L 	� �g � G � gI � X �

Eine solche beschreibende Menge ist z�B�

L �� f�
�

A�
�
g�AI

�
gI� j A �Mg �

diese Menge ist aber in der Regel sehr redundant� F�ur spezielle� h�au�ger genutz�
te Kontexte �Elementar� und Standardskalen� werden deshalb in den folgenden
Abschnitten deutlich kleiner beschreibende Mengen aufgelistet�
Betrachten wir zuvor jedoch� wie sich aus den beschreibenden Mengen zweier

Kontexte eine entsprechende beschreibende Menge f�ur die direkte Summe und
das Halbprodukt der Kontexte konstruieren l�a�t� Seien dazu L� � KK�M�� eine
beschreibende Menge von K� � �G��M�� I�� und L� � KK�M�� beschreibende
Menge f�ur K� � �G��M�� I��� Dabei sei o�B�d�A� G� �G� � � und M� �M� � ��
M ��M� �M��

Direkte Summe�

Die direkte Summe ist de�niert durch

K�  K� �� �G� � G�� M� �M�� I� � I� � �G� �M�� � �G� �M��� �

Dazu de�nieren wir

L�  L� ��
�
�L� � L�� n f� � KK�M� j � � �

�
A� ��g

�

� f�
�

A�
�

M�� j �
�

A� �� � L�g

� f�
�

A�
�

M�� j �
�

A� �� � L�g

� f�� �
�

M� j
�

M��g

� f�M � � jM� 
j� L� und M� 
j� L��g

Hilfssatz �� Sei L� beschreibende Menge f	ur K� und L� beschreibende Menge
f	ur K� � Dann ist L�  L� beschreibende Menge f	ur K�  K��

Beweis� O�ensichtlich respektieren die Gegenstandsinhalte von K�  K� die
kumulierten Klauseln in L� L�� Es ist also nur noch zu zeigen� da� die Modelle
von L�  L� auch Gegenstandsinhalte von K�  K� sind�
Sei X �M��M� und X j� L� L�� Wenn X �M��M�� dann giltM� j� L�

oder M� j� L�� also enthalten K� oder K� eine Vollzeile� Somit ist M� � M�

tats�achlich ein Gegenstandsinhalt von K�  K� �
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Ansonsten sei o�b�d�A X �M� 
� M�� Nach �� �
V
M� �

V
M�� ist dann

M� � X�
Wir zeigen jetzt� da� L� von X � M� respektiert wird� Sei � � �

V
A �W

B�B

V
B� � L�� Wenn B 
� �� dann ist � � L�  L� und somit X j� ��

also �X �M�� j� �� Wenn B � �� dann ist �
V
A �

V
M�� � L�  L�� Da X

diese kumulierte Klausel respektiert und X �M� 
� M�� mu� A 
� X sein� also
respektiert X �M� auch in diesem Fall ��
Also wird L� von X �M� respektiert und ist somit Gegenstandsinhalt von

K�� Daher ist X ein Gegenstandsinhalt von K�  K��
�

Halbprodukt�

Das Halbprodukt zweier Kontexte ist

K� �
� K� �� �G� �G��M� �M��r�

mit

g� � G�� g� � G��m �Mi � �g�� g��rm �	� giIim �i � �� ���

Hilfssatz �� Sei L� beschreibende Menge f	ur K� und L� beschreibende Menge
f	ur K� � Dann ist L� � L� beschreibende Menge f	ur K� �

� K� �

Beweis� F�ur ein �g�� g�� � G� �G� ist

�g�� g��
r � gI�� � gI�� �

Es ist klar� da� diese Mengen von L� � L� beschrieben werden und umgekehrt�
�

Diese Eigenschaft ist besonders interessant f�ur abgeleitete Kontexte� die durch
Skalieren aus mehrwertigen Kontexten abgeleitet wurden �GW�
� S��
�� Wenn die
Skalenkontexte K� � K� � � � �Kn alle durch Mengen von kumulierten Klauseln L��
L�� � � �Ln beschrieben sind� dann repr�asentiert L� � L� � � � � � Ln das Hinter�
grundwissen des skalierten Kontextes� Dieses verhindert Gegenstandsinhalte� die
keinen Skalenwerten zugeordnet werden k�onnen�

Beispiel ��� �Fahrpr�ufung�
Die drei Merkmale des mehrwertigen Kontextes seien ft� p� gg� wobei t die theo�
retisch� p die praktische Pr�ufung bezeichnet und g f�ur das Gesamtergebnis steht�
Die Merkmale besitzen jeweils zwei m�ogliche Auspr�agungen� und zwar b f�ur

�
be�

standen� und n f�ur
�
nicht bestanden�� Die Pr�ufung gilt als bestanden� wenn beide

Teile bestanden wurden� Daraus resultiert unten abgebildeter mehrwertiger Kon�
text�

�
Bestanden� und

�
nicht bestanden� bilden ein gegens�atzliches Paar� man

w�urde also mit der dichotomen Skala �siehe Abbildung unten und S� 
�� ska�
lieren� Eine beschreibende Menge dieser Skala f�ur das Merkmal x � ft� p� gg ist
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Lx � f�� � x j x�� �x� x � �g� Der abgeleitete Kontext sieht dann folgender�
ma�en aus�

t p g

� n n n
� b n n
� n b n
� b b b

Mehrwertiger Kontext�

x x

n �
b �

Dichotome Skala�

t t p p g g

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

Abgeleiteter Kontext�

Wenn wir nun eine beschreibende Menge f�ur diesen Kontext suchen� dann
schr�ankt das HintergrundwissenLt�Lp�Lg die m�oglichen Zeilenbelegungen schon
auf die � von der Skalierung her m�oglichen F�alle ein� Es sind also zus�azlich nur
noch kumuliertenKlauseln notwendig� die den tats�achlichen

�
Informationsgehalt�

beschreiben� In diesem Fall reichen dazu die beiden kumulierten Klauseln �t�p�
g� und �g � t�p� �was auch der erwarteten Antwort entspricht�

�
Die Pr�ufung ist

dann und nur dann bestanden� wenn beide Teile bestanden sind���� Die Menge
L � f�t� p� g�� �g � t� p�g�Lt�Lp �Lg ist also eine beschreibende Menge des
skalierten Kontextes�

�
 Basen kumulierter Klauseln f�ur Elementar�

skalen

Zum Skalieren von mehrwertigen Kontexten werden h�au�g sogenannte Elemen�
tarskalen verwendet �De�nitionen siehe �GW�
� S��� ����� Wir wollen hier f�ur
diese Skalenkontexte beispielhaft die kumulierten Klauselbasen der Gegenstands�
inhalte angeben�

B ist die mit Hilfe von Pseudomodellen erstellte Basis aus Abschnitt  und
Ltv die transitivit�atsvermeidende Menge mit echten Pr�amissen aus Abschnitt
�� O sei jeweils eine optimale beschreibende Menge� d�h� f�ur O ist ��O�
minimal unter den beschreibenden Mengen� Diese Mengen kumulierter Klauseln
k�onnen laut Hilfssatz �� direkt zur Konstruktion einer beschreibenden Menge des
skalierten Kontextes verwendet werden�
Im folgenden sei n �� f�� �� � � � � ng� wobei n � N� Die hier angegebenen Men�

gen und Formeln sind erst ab n 	 � sinnvoll�

Nominalskalen� Nn �� �n�n���

BNn �
n
�� �

�
i�n

i�
o
�
n
�i � j ��

��� i� j � n� i 
� j
o

LNntv � ONn � BNn
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F�ur diese Mengen kumulierter Klauseln ist

jBNnj � �  
n�n � ��

�
��BNn� � n�

Beispiel ��� Wir betrachten N
�

N
 �

� � � �

� �
� �
� �
� �

BN� � f�� � � j � j � j ��� ��� �� �� ��� �� ��

��� � � �� ��� � ��� ��� ���� ��� ���g �

Ordinalskalen� On �� �n�n���
Sei Mi �� fj � nji � jg�

BOn �
n
�� � n�

o
�
n
�i � n�

�
Mi�

��� i � n� i � n� �
o

LOn

tv �
n
�� � n�

o
�
n
�i�

�
Mi�

��� i � n� i � n
o

OOn �
n
�� � n�

o
�
n
�i� i ��

��� i � n� i � n� �
o

F�ur diese Mengen kumulierter Klauseln ergibt sich

jBOnj � n� � ��BOn� � �  
�n� ���n �

�

jLOn

tv j � n ��LOn

tv � � �  
�n� ���n ��

�

jOOnj � n� � ��OOn� � �n � �

Beispiel ��� Wir betrachten O
 �

O
 �

� � � �

� � � � �
� � � �
� � �
� �

BO� � f�� � ��� ��� �� �� �� �� ��� ��� �� �� �� ��g

LO�

tv � f�� � ��� ��� �� �� �� ��� ��� �� �� ��� ��� �� ��g

OO� � f�� � ��� ��� ��� ��� ��g



�	 BASEN KUMULIERTER KLAUSELN F�UR ELEMENTARSKALEN 
�

Interordinalskalen� In �� �n�n��� j �n�n���
Zur Unterscheidung der Merkmale der beiden Teilkontexte verwenden wir die
Symbole 	i f�ur das Merkmal �

kleiner gleich i� und 
i f�ur das Merkmal �
gr�o�er

gleich i�� Bei den folgenden Kontexten wird mit analogen Bezeichnern gearbeitet�
Sei Mi �� f	i� 	�i ��� � � �� 	n� 
�� 
�� � � �� 
ig�

BIn �
n
�� �

�
i�n

�
Mi�
o

�
n
�
�

Mi � f	jg � �
��� i� j � n� 	j ��Mi

o

�
n
�
�

Mi � f
jg � �
��� i� j � n� 
j ��Mi

o

LIntv �
n
�� �

�
i�n

�
Mi�
o
�
n
�	i � 
j ��

��� i� j � n� i � j
o

OIn �
n
�� �

�
i�n

�	i � 
i��
o

�
n
�	i� 	�i ���

��� i � n� i 
� n
o

�
n
�
i� 
�i� ���

��� i � n� i 
� �
o

�
n
�	i � 
�i ����

��� i � n� i 
� n
o

F�ur die Kardinalit�at und � ergibt sich�

jBInj � �  �n� ��� ��BIn� � n�  n� � �n �

jLIntv j � �  
n�n� ��

�
��LIntv � � �n�

jOInj � �n� � ��OIn� � �n � 


Beispiel �	�

F�ur I
 ist

I
 �

	� 	� 	� 	� 
� 
� 
� 
�

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

BI� � f�� � 	��	��	��	��
� j 	��	��	��
��
� j 	��	��
��
��
� j

	��
��
��
��
���

�	��	��	��	��
��
���� �	��	��	��	��
��
����
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�	��	��	��	��
��
���� �	��	��	��
��
��
����

�	��	��	��
��
��
���� �	��	��	��
��
��
����

�	��	��
��
��
��
���� �	��	��
��
��
��
����

�	��	��
��
��
��
���g

LI�tv � f�� � 	��	��	��	��
� j 	��	��	��
��
� j 	��	��
��
��
� j

	��
��
��
��
���

�	��
���� �	��
���� �	��
����

�	��
���� �	��
���� �	��
���g

OI� � f�� � 	��
� j 	��
� j 	��
� j 	��
���

�	�� 	��� �	�� 	��� �	�� 	���

�
�� 
��� �
�� 
��� �
�� 
���

�	��
���� �	��
���� �	��
���g

Biordinalskalen� M n�m �� �n�n��� ���m�m���
Sei Mi �� f	i� 	�i ��� � � �� 	ng und Ni �� f
�n  ��� 
�n ��� � � �� 
ig�

BMn�m �
n
�� � 	n � 
�n  ���

o

�
n
�	i � 	n�

�
Mi�

��� i � n� i � n� �
o

�
n
�
�n  �� � 
i�

�
Ni�

��� n � � i � n  m
o

�
n
�	i � 
�n ��� �

��� i � n
o

�
n
�	n � 
i� �

��� n � i � n m
o

L
Mn�m

tv �
n
�� � 	n � 
�n  ���

o

�
n
�	i�

�
Mi�

��� i � n� i � n
o

�
n
�
i�

�
Ni�

��� n � � i � n m
o

�
n
�	i � 
j���

��� i � n� n � j � n m
o

OMn�m �
n
�� � 	n � 
�n  ���

o

�
n
�	i� 	�i ��

��� i � n� i � n
o

�
n
�
i� 
�i� ��

��� n � � i � n  m
o

�
n
�	n � 
�n  ����

o



�	 BASEN KUMULIERTER KLAUSELN F�UR ELEMENTARSKALEN 
�

F�ur diese Menge ergeben sich folgende Werte�

jBMn�m j � �n �m � �

��BMn�m � �
n�n ��

�
 
m�m ��

�
� ��

jL
Mn�m

tv j � �m ���n ��� �

��L
Mn�m

tv � �
n�n ��

�
 
m�m ��

�
 �mn � �

jOMn�m j � m n ��OMn�m � � �m �n

Beispiel �
�

F�ur M 
�� ist

M 
�� �

	� 	� 	� 	� 
	 

 


� � � � �
� � � �
� � �
� �
	 �

 � �
 � � �

BM��� � f�� � 	� j 
	�� �	��	�� 	��	��	��	���

�	��	�� 	��	��	��� �
	�
� 
	�

�
��

�	��
	��� �	��
	��� �	��
	���

�	��
	��� �	��

��� �	��
��g

L
M���

tv � f�� � 	� j 
	�� �	�� 	��	��	��	��� �	�� 	��	��	���

�	�� 	��	��� �

� 
	�

�� �
� 
	�

�
��

�	��
	��� �	��

��� �	��
��� �	��
	���

�	��

��� �	��
��� �	��
	��� �	��

���

�	��
��� �	��
	��� �	��

��� �	��
 ��g

OM��� � f�� � 	��
	�� �	�� 	��� �	�� 	��� �	�� 	���

�

� 
	�� �
� 

�� �	��
	��g

Dichotome Skala� D �� �f�� �g� f�� �g���
Die dichotome Skala ist ein Spezialfall der Nominalskala und der Biordinalskala�

BD �
n
�� � � � ��� �� � �� �

o
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LDtv � OD � BD

Beispiel ���

D �

� �

� �
� �

Kontranominalskalen� Nc
n �� �n�n� 
��

Sei Ni �� fj � n j i 
� jg�

BN
c
n �

n
�
�
� �

�
i�n

�
Ni�� �

�
i�n

fig � ��
o

L
Ncn
tv � BN

c
n

F�ur diese Menge kumulierter Klauseln gilt�

jBN
c
nj � � ��BN

c
n� � n�

Beispiel ��� Wir betrachten Nc

�

Nc

 �

� � � �

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

BN
c
� � f�� � �� �� � j �� �� � j �� �� � j �� �� ��� ��� �� �� ���g �

�� Beschreibende Menge f�ur Standardskalen

Sei P �� �P��� eine beliebige geordnete Menge� Dann kann man unter Verwen�
dung von P die verschiedensten Skalen konstruieren� Es ist allerdings ziemlich
schwierig� wenn nicht gar unm�oglich� allgemeine Formeln f�ur B� Ltv oder O anzu�
geben� weil dabei die Struktur von P sehr stark mit eingeht� Es sollen hier zumin�
dest beschreibende Mengen f�ur die wichtigsten dieser Standardskalen angegeben
werden� Sei � die zu P geh�orige Nachbarschaftsrelation� f�ur zwei unvergleichbare
Elemente a� b � P schreiben wir akb�
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Allgemeine Ordinalskala� OP �� �P�P����

LOP �
n
�a�

�
a�b

b�
��� a � P nmax�P �

o
�
n
�� �

�
max�P �

o

�
n
�a � b�

�
max�a� � b��

��� a� b � P� akb
o

Beispiel ��� Sei �P��� eine geordnete Menge mit 
 Elementen und dem neben�
stehenden Liniendiagramm�

OP �

a b c d e f

a � � � � �
b � � � � �
c � � �
d � � �
e �
f �

LOP � f�a� c� d�� �b� c� d�� �c� e� f�� �d� e� f�� �� � e j f��

�a� b��� �c� d� a j b�� �e� f � c j d�g

h

h

h

h

h

h

�
�
�

�
�
�

Z
Z
Z

Z
Z
Z

a

c

e

b

d

f

�P���

Kontraordinalskala� Ocd
P
�� �P�P� 
���

LO
cd
P �

n
�a�

�
a�b

b�
��� a � P nmax�P �

o
�
n
�min�P ���

o

�
n
�
�
min�P nA���

�
a�A

�
P n a��

��� A � P�A Antikette
o

Beispiel �� Wir verwenden dieselbe geordnete Menge wie im vorhergehenden
Beispiel�

Ocd
P

�

a b c d e f

a � � � � �
b � � � � �
c � � �
d � � �
e �
f �

LO
cd
P � f�a� c� d�� �b� c� d�� �c� e� f�� �d� e� f�� �a� b� ��

�c� d� a j b�� �e� f � c j d�� �� � e j f�g

Ein Spezialfall der Kontraordinalskala ist der Kontext �P�S��P�S�� 
�� f�ur
eine beliebige Menge S� Wegen A 
� B 	� B � �S nA� 
� � ist dieser Kontext
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isomorph zu �P�S��P�S��"� mit X"Y �	� �X � Y � 
� �� F�ur diesen ergibt
sich als beschreibende Menge�

L �
n
�A�

�
a�A

fag�
��� A � S� jAj 
� �

o
�
n
�fag �

�
a�B�S

B�
��� a � S

o

Allgemeine Interordinalskala� IP �� �P�P��� j �P�P����

LIP �
n
�	a�

�
a�b

	b�
��� a � P nmax�P �

o

�
n
�
a�

�
a�b


b�
��� a � P nmin�P �

o

�
n
�	a � 	b�

�
c�max�a�b�

	c�
��� a� b � P� akb

o

�
n
�
a � 
b�

�
c�min�a��b��


c�
��� a� b � P� akb

o

�
n
�	a � 
b��

��� a� b � P� a � b
o

�
n
�� �

�
a�P


a � 	a�
o

Beispiel ��� Wir verwenden wieder die geordnete Menge aus Beispiel ���

IP �

	a 	b 	c 	d 	e 	f 
a 
b 
c 
d 
e 
f

a � � � � � �
b � � � � � �
c � � � � � �
d � � � � � �
e � � � � � �
f � � � � � �

LIP � f�	a� 	c�	d�� �	b� 	c�	d�� �	c� 	e�	f�� �	d� 	e�	f��

�
c� 
a�
b�� �
d� 
a�
b�� �
e� 
c�
d�� �
f � 
c�
d��

�	a�	b��� �	c�	d� 	a j 	b�� �	e�	f � 	c j 	d��

�
a�
b� 
c j 
d�� �
c�
d� 
e j 
f�� �
e�
f � ��

�	a�
c� �� �	a�
d� �� �	b�
c� �� �	b�
d� ��

�	c�
e� �� �	c�
f � �� �	d�
e��� �	d�
f � ��

�� � 	a�
a j 	b�
b j 	c�
c j 	d�
d j 	e�
e j 	f�
f�g

Konvexordinale Skala� C P �� �P�P� 
�� j �P�P� 
���
Sei Ma �� f�
b j b � min�P n a��g � f�	b j b � max�P n a��g�

LCP �
n
�� �

�
a�P

�
Ma�

o



�� EIN UMFANGREICHERES BEISPIEL 



�
n
� �
a�

�
a�b

�
b�
��� a � P nmax�P �

o

�
n
� �	a�

�
a�b

�	b�
��� a � P nmin�P �

o

�
n
�
�

Ma � f�
ag � �
��� a � P

o

�
n
�
�

Ma � f�	ag � �
��� a � P

o

Beispiel ��� Wieder wird die geordnete Menge aus Beispiel �� verwendet�

C P �

�
a �
b �
c �
d �
e �
f �	a �	b �	c �	d �	e �	f

a � � � � � �
b � � � � � �
c � � � � � �
d � � � � � �
e � � � � � �
f � � � � � �

Es ist dann Ma �� f�
b� �	bg� Mb �� f�
a� �	ag� Mc �� f�
d� �	dg� Md �� f�
c� �	cg�
Me �� f�
f� �	fg� Mf �� f�
e� �	eg� Damit ist

LCP � f�� � �
b� �	b j �
a� �	a j �
d� �	d j �
c� �	c j �
e� �	e j �
f� �	f��

��
a� �
c� �
d�� ��
b� �
c� �
d�� ��
c� �
e� �
f�� � �
d� �
e� �
f��

��	c� �	a� �	b�� ��	d� �	a� �	b�� ��	e� �	c� �	d�� � �	f � �	c� �	d��

��
b� �	b� �
a��� ��
a� �	a� �
b� �� ��
d� �	d� �
c���

��
c� �	c� �
d� �� � �
f� �	f� �
e��� ��
e� �	e� �
f ���

��
b� �	b� �	a��� ��
a� �	a� �	b� �� ��
d� �	d� �	c���

��
c� �	c� �	d� �� � �
f� �	f� �	e��� ��
e� �	e� �	f ��g

�� Ein umfangreicheres Beispiel

Hier sollen an Hand eines gr�o�eren Beispiels noch einmal einige Verwendungsm�og�
lichkeiten kumulierter Klauseln f�ur die Formale Begri�sanalyse demonstriert wer�
den� So kommen z�B� Skalierungen mit kumulierten Klauseln� ableitbare Merk�
male und die Arbeit mit eingeschr�ankten Merkmalsmengen zu Einsatz� Die Daten
und Skalierungen wurden aus einem Beispiel in �P�� �ubernommen und basieren
auf einem Ausr�ustungskatalog f�ur Camping� und Wanderbedarf �KF�
��
Die Algorithmen aus Abschnitt �� wurden in der Programmiersprache C   

implementiert und f�ur die Berechnungen verwendet� Trotz der relativ gro�en
Merkmalsmenge und einer gro�z�ugigen Programmierung war die Laufzeit er�
staunlich gering�
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Beispiel ��� Wir betrachten den mehrwertigen Kontext Schlafs	acke der Abbil�
dung �� Seine Gegenst�ande sind Schlafs�acke unter ���	 m L�ange� denen durch die

K Hersteller H Temperatur T Gewicht G Preis P F�ullmaterial F

One Kilo Bag Wolfskin �� C ��� g ����	 Liteloft

Sund Kodiac 
� C ���� g �
��	 Hohlfaser

Kompact Basic Ajungilak �� C ���� g ����	 MTI Loft

Finmark Tour Finmark �� C ��� g ����	 Hohlfaser

Interlight Lyx Caravan �� C ���� g �
��	 Termolite

Kompakt Ajungilak 	
� C ���� g ����	 MTI Loft

Touch the cloud Wolfskin 	
� C �� g ����	 Liteloft

Cat�s Meow The North Face 	�� C ��� g 

��	 Polarguard

Igloo Super Ajungilak 	�� C ���� g ����	 Terraloft

Donna Ajungilak 	�� C ��� g 
���	 MTI Loft

Tyin Ajungilak 	�� C ���� g 
���	 Ultraloft

Travellers Dream Yeti 
� C ��� g 
���	 G�ansedaune

Yeti light Yeti 
� C ��� g 
���	 G�ansedaune

Climber Finmark 	
� C ���� g 
���	 Entendaune

Viking Warmpeace 	
� C ���� g 
���	 G�ansedaune

Eiger Yeti 	
� C ��� g ����	 G�ansedaune

Climber light Finmark 	�� C �
�� g 
���	 G�ansedaune

Cobra Ajungilak 	�� C ���� g ����	 Entendaune

Cobra Comfort Ajungilak 	��� C ���� g ���	 Entendaune

Fox�re The North Face 	��� C �
�� g ����	 G�ansedaune

Mont Blanc Yeti 	�� C ���� g ���	 G�ansedaune

Abbildung �� Kontext Schlafs�acke

mehrwertigen Merkmale Hersteller H� minimale Komforttemperatur �kurz Tem�

peratur T �� Gewicht G� Preis P und F�ullmaterial F bestimmte Auspr�agungen zu�
geordnet werden�
Zun�achst wird der Kontext skaliert�

Hersteller�

Auf dieses Merkmal soll im folgenden verzichten werden� schlie�lich wollen wir
keine Firmen bewerten�

Temperatur�

Die minimale Komforttemperatur wird in � Klassen eingestuft� welche nominal
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skaliert werden�

KT T���� T����� T������� T���

��C � T � ��C �

���C � T � ��C �
���C � T � ���C �

T � ���C �

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

LKT � f�� � T��� j T����� j T��
��� j T�����

�T���� T����� ��� �T���� T��
��� � �� �T���� T��� ���

�T������ T��
��� � �� �T������ T��� ��� �T��
���� T��� � �g

Gewicht�

Das Gewicht wird in 	 Klassen eingeteilt und interordinal skaliert�

KG G�����jG�����jG�����jG�����jG�����jG�����jG�����jG�����

� g � G � ���� g � j � j � j � j j j j
���� g � G � ���� g j � j � j � j � j j j

���� g � G � ���� g j j � j � j � j � j j
���� g � G � ���� g j j j � j � j � j � j

���� g � G j j j j � j � j � j �

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

LKG � f�� � G	���� j G	�
��� G	���� j G	���� G	�
��

j G	����� G	��� j G	������

�G	���� � G	�
���� �G	�
�� � G	����� �G	��� � G	������

�G	�
�� � G	������ �G	��� � G	�
���� �G	���� � G	�����

�G	����� G	���� ��� �G	�
��� G	�
�� � ��

�G	���� G	��� ��� �G	����� G	���� � �g

Preis�

Es werden drei Preisgruppen unterschieden� billig� mittelteuer und teuer� diese sind
nominal skaliert�

KP billig mittelteuer teuer

� DM � P � �� DM �

�� DM � P � ��� DM �
��� DM � P �

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

LKP � f�� � billig j mittelteuer j teuer��

�billig�mittelteuer� �� �billig� teuer� ��

�mittelteuer� teuer� �g
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F�ullmaterial�

Auch das F�ullmaterial wird in drei Gruppen unterschieden� diese werden nominal
skaliert�

KF FFaser FLoft FDaune

Hohlfaser� Termolite� Polarguard �

Liteloft� MTI Loft� Terraloft� Ultraloft �
Entendaune� G�ansedaune �

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

LKP � f�� � FFaser j FLoft j FDaune�� �FFaser� FLoft � ��

�FFaser� FDaune � �� �FLoft� FDaune � �g

Somit erhalten wir den skalierten Kontext Kskal� der in der Abbildung � darge�
stellt ist �die einzelnen Skalenmerkmale im Tabellenkopf entsprechen denen der
Skalenkontexte� dem ist es Autor einfach nicht mit LATEX gelungen� die einzelnen
Spalten ansprechend zu beschriften��
Gegen�uber dem K enth�alt dieser Kontext eigentlich nur �� verschiedene Ge�

genst�ande� die Auspr�agungen der Schlafs�acke Finmmark Tour und Interlight Lyx
sind gleich� ebenso f�ur die Paare Kompakt � Touch the cloud und Travellers
Dream � Yeti light� F�ur diesen Kontext erh�alt man als eine beschreibende Menge�

LKskal �� LKT � LKG � LKP � LKF � f�Kskal� g �

wobei

�Kskal� �� �� �
�
g�G

�
gIskal� �

die kumulierte Klausel mit der leere Pr�amisse und den Auspr�agungen der Ge�
genst�ande als Konklusionsmengen ist� Diese beschreibende Menge ist zugegebe�
nerma�en nicht sehr informativ� wenn man sich f�ur die Beziehungen der Merk�
male interessiert� sie verdeutlicht aber die St�arke der beschreibenden Mengen der
einzelnen Skalen�
Die Basis BKskal hat �ubrigens �� Elemente� im Gegensatz dazu enth�alt LKskal

lediglich � kumulierte Klauseln�
In �P�� werden nun mit Hilfe von Terminologien weitere Merkmale MA ��

fDaune�Kunstfaser� gut� akzeptabel� schlechtg abgeleitet� F�ur das Beispiel und mit
der oben angegebenen Skalierung k�onnen diese Merkmale auch aussagenlogisch
beschrieben werden�

Daune �� FDaune

Kunstfaser �� FFaser � FLoft

gut �� �T��� �G	����� � �T����� �G	�
���

� �T��
��� �G	���� � �T��� � G	�����
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Kskal Temperatur T Gewicht G Preis P F�ullm� F

One Kilo Bag � � � � � � �

Sund � � � � � � �

Kompact Basic � � � � � � �

Finmark Tour � � � � � � �

Interlight Lyx � � � � � � �

Kompakt � � � � � � �

Touch the cloud � � � � � � �

Cat�s Meow � � � � � � �

Igloo Super � � � � � � �

Donna � � � � � � �

Tyin � � � � � � �

Travellers Dream � � � � � � �

Yeti light � � � � � � �

Climber � � � � � � �

Viking � � � � � � �

Eiger � � � � � � �

Climber light � � � � � � �

Cobra � � � � � � �

Cobra Comfort � � � � � � �

Fox�re � � � � � � �

Mont Blanc � � � � � � �

Abbildung �� Der skalierte Kontext Kskal

akzeptabel �� �T��� �G	�
��� � �T����� �G	����

� �T��
��� �G	����� � T���

schlecht �� �T��� �G	�
��� � �T����� �G	����

� �T��
��� �G	�����

Die Merkmale gut� akzeptabel und schlecht leiten sich aus dem Verh�altnis von
minimaler Temperatur und Gewicht her� Je leichter ein Schlafsack ist� desto we�
niger ist er im allgemeinen f�ur niedrige Temperaturen geeignet� Das Verh�altnis
von Gewicht und Temperatur wird dann als schlecht bezeichnet� wenn ein Schlaf�
sack trotz hohen Gewichts nicht f�ur niedrige Temperaturen geeignet ist� Dase
wird in der De�nition f�ur schlecht einfach �uber die Skalenmerkmale ausgedr�uckt�
Wir geben jetzt f�ur diese Merkmale ausreichende Mengen induzierender und
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r�uckwirkender kumulierter Klauseln an�

LDaune �� f�FDaune� Daune�� �Daune� FDaune�g

LKunstfaser �� f�FFaser � Kunstfaser�� �FLoft � Kunstfaser��

�Kunstfaser� FFaser j FLoft�g

Lgut �� f�T���� G	���� � gut�� �T������ G	�
�� � gut��

�T��
���� G	��� � gut�� �T���� G	���� � gut��

�gut� T���� G	���� j T������ G	�
��

j T��
���� G	��� j T���� G	�����g

Lakzeptabel �� f�T���� G� ����� akzeptabel��

�T������ G	��� � akzeptabel��

�T��
���� G	���� � akzeptabel�� �T��� � akzeptabel��

�akzeptabel� T���� G	�
�� j T������ G	���

j T��
���� G	���� j T����g

Lschlecht �� f�T���� G	�
�� � schlecht�� �T������ G	��� � schlecht��

�T��
���� G	���� � schlecht��

�schlecht� T���� G	�
�� j T������ G	��� j T��
���� G	�����g

Nach Satz  ist der dadurch mit den neuen MerkmalenMA entstehende Kon�
text durch LKskal�LDaune�LKunstfaser�Lgut�Lakzeptabel�Lschlecht beschrieben� Daher
k�onnen wir eine erzeugende Menge f�ur die Theorie von Kskal �uber den Merkmalen
N �� MA � fbillig�mittelteuer� teuerg mit den Algorithmen aus Abschnitt �� er�
mitteln� Man beachte� da� dies nur �uber die kumulierten Klauseln geschieht� die
tats�achlichen Auspr�agungen der ableitbaren Merkmale werden nicht verwendet�

BKskaljN �� f�billig�mittelteuer�Daune� akzeptabel���

�billig�mittelteuer�Kunstfaser� akzeptabel� ��

�billig�mittelteuer�Kunstfaser� schlecht� ��

�billig� teuer�Daune� akzeptabel� ��

�billig� teuer�Kunstfaser� gut� akzeptabel� ��

�billig� teuer�Kunstfaser� schlecht���

�billig�Daune�Kunstfaser� gut� akzeptabel� ��

�billig�Daune�Kunstfaser� schlecht� ��

�billig�Kunstfaser� gut� schlecht� ��

�billig�Kunstfaser� akzeptabel� schlecht���

�mittelteuer� teuer�Daune� akzeptabel� ��

�mittelteuer� teuer�Kunstfaser� akzeptabel���
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�mittelteuer� teuer�Kunstfaser� schlecht� ��

�mittelteuer�Daune�Kunstfaser� akzeptabel���

�mittelteuer�Daune�Kunstfaser� schlecht� ��

�mittelteuer�Daune� akzeptabel� schlecht���

�mittelteuer�Kunstfaser� gut� schlecht� ��

�mittelteuer�Kunstfaser� akzeptabel� schlecht� ��

�teuer�Daune�Kunstfaser� akzeptabel� ��

�teuer�Daune� akzeptabel� schlecht� ��

�� � teuer�Daune� akzeptabel�

j mittelteuer�Kunstfaser� schlecht�

j mittelteuer�Kunstfaser� akzeptabel�

j mittelteuer�Daune� akzeptabel�

j billig�Kunstfaser� schlecht�

j billig�Kunstfaser� gut� akzeptabel�g

Wenn man diese Menge betrachtet� bemerkt man� da� bei kumulierten Klauseln�
die eine leere Konklusion haben� in den Pr�amissen jeweils zwei gegens�atzliche
Merkmale auftauchen �z�B� teuer und mittelteuer� gut und schlecht�� Schaut man
sich deshalb die Merkmale von N an� so sieht man rasch� da� es sich dabei
um drei in gewisser Weise unabh�angige Mengen HP �� fbillig�mittelteuer� teuerg�
HF �� fDaune�Kunstfaserg und HQ �� fgut� akzeptabel� schlechtg handelt� deren
innere Zusammenh�ange durch kumulierte Klauseln beschrieben werden k�onnen�

HP �� f�� � teuer j mittelteuer j billig�� �mittelteuer� teuer� ��

�billig� teuer� �� �billig�mittelteuer� �g

HF �� f�Daune�Kunstfaser� �� �� � Kunstfaser j Daune�g

HQ �� f�akzeptabel� schlecht�� �� �gut�� gut� akzeptabel��

�� � schlecht j akzeptabel�g

Auch in diesem Fall reicht dann eine einzige exhaustive kumulierte Klausel� um
diese Mengen zu einer beschreibenden Menge zu vervollst�andigen� n�amlich

�� � teuer�Daune� akzeptabel j mittelteuer�Kunstfaser� schlecht

j mittelteuer�Kunstfaser� akzeptabel j mittelteuer�Daune� akzeptabel

j billig�Kunstfaser� schlecht j billig�Kunstfaser� gut� akzeptabel�

Dieses Ergebnis f�uhrt zu zwei Schl�ussen� BeimArbeiten mit tats�achlichen Anwen�
dungen� insbesondere bei der Merkmalsexploration �uber skalierten Kontexten� hat
man es haupts�achlich mit kumulierten Hornklauseln zu tun�

�
echte� kumulierte

Klauseln treten eher in der Minderzahl auf�
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Die zweite Feststellung ist folgende� Die ganzen Informationen des Kontextes�
die in �P�� mit Hilfe der Terminologie aus demKontext herausgearbeitet wurden�
sind entweder trivialer Weise schon in den Skalen enthaltem� z�B�

� Es gibt keine Schlafs�acke� die billig und teuer sind�
� Ein Schlafsack besteht entweder aus Kunstfaser oder Daune�
� Alle guten Schlafs�acke sind akzeptabel�

oder lassen sich aus der einzelnen obigen kumulierten Klausel ablesen� z�B�

� Alle Daunenschlafs�acke sind akzeptabel�
� Es gibt keine billigen Daunenschlafs�acke�
� Billige Kunstfaserschlafs�acke sind entweder gut oder schlecht �es gibt also
keine

�
mittelm�a�igen� Schlafs�acke dieser Art��
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� Die kumuliertenKlauseln bilden eine Klasse von aussagenlogischen Termen�
die einerseits Mengensysteme vollst�andig charakterisieren� andererseits sehr
anschaulich sind und somit besonders geeignet f�ur Anwendungen� mit denen
haupts�achlich Nicht�Mathematiker arbeiten� Insbesondere z�ahlt dazu die
Merkmalsexploration der Formalen Begri�sanalyse�

� Der syntaktische Ableitungsbegri� erm�oglicht die informationsverlustfreie
Reduzierung von Mengen kumulierterKlauseln� Unter bestimmtenGesichts�
punkten sind dabei verschiedene solcherart reduzierter Mengen zu bevorzu�
gen� Schlichte Mengen� wenn vorhandene Erzeugendensysteme verwendet
werden sollen� bzw� die Basis B auf Grundlage der Pseudomodelle� wenn
nur die Modellklasse bekannt ist� bzw� transitivit�atsvermeidende Mengen�
die in den Berechnungen mit kumulierten Klauseln gute Komplexit�atsei�
genschaften haben�

� Die kumulierten Hornklauseln bilden eine gut zu handhabene Unterklasse
der kumulierten Klauseln� Auch sie zeichnen sich dadurch aus� da� es f�ur
sie Algorithmen mit geringem Aufwand gibt�

� Trotz dem die Berechenbarkeitsprobleme mit kumulierten Klauseln in NP
und coNP liegen� hat man es in Anwendungen meist mit polynomialen
Spezialf�allen zu tun�

� Die kumulierten Klauseln lassen sich gut zur Beschreibung der Gegen�
standsinhalte von formalen Kontexten verwenden� Sie sind im Vergleich
zu Implikationen sogar besser geeignet� komliziertere und weitergehendere
Sachverhalte in Kontexten darzustellen�

� In diesem Sinne wurden in der vorliegenden Arbeit auch eine Reihe von Al�
gorithmen vorgestellt� die direkt bei der Merkmalsexploration der Formalen
Begri�sanalyse Verwendung �nden k�onnen�


