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1 EINFUHRUNG 2

1 Einfiihrung

Die Merkmalsexploration der Formalen Begriffsanalyse [GW96] ist ein relativ weit
verbreitetes Verfahren, um Regelwissen aus Datenmengen zu extrahieren. Man
hat dabei eine Menge von Merkmalen M sowie eine Datenmenge & C B(M) und
ermittelt in der Regel eine Basis von Implikationen iiber M, die & beschreiben.
Ein Problem, auf das man dabei immer wieder st683t, ist der Umstand, dafl man
es hier stets mit Hiillensystemen von Merkmalsmengen zu tun hat. Bestimmte In-
formationen, insbesondere die Negation von Merkmalen, kénnen dabei nicht oder
nur unzureichend erfaft werden. An der Technischen Universitét gab es bereits
1995 Bemiihungen, Klauseln als Hintergrundinformationen mit in die Explorati-
on einzubeziehen. Als Ergebnis entstand das Computerprogramm IMPEX [195],
das tatsédchlich eine verbesserte Merkmalsexploration ermoglichte.

Die vorliegende Arbeit hat sich zum Ziel gesetzt, den mathematischen Hin-
tergrund dieses Programms in einer allgemeineren Fassung aufzuarbeiten, in dem
als Grundterme kumulierte Klauseln verwendet werden. Dabei handelt es sich
um aussagenlogische Terme der Form A A — \/ g A B, wobei A C M und
B C P(M). Diese kumulierten Klauseln sind somit eine Verallgemeinerung von
Klauseln (A A — \/ B) und Implikationen (A A — A B). In den einzelnen Ab-
schnitten wird dann schrittweise eine mathematische Theorie fiir die kumulierten
Klauseln entwickelt.

Fiir Mengen kumulierter Klauseln hat man die iiblichen aussagenlogischen
Begriffe, z.B. Theorie, Modellklasse, Abgeschlossenheit usw. Diese werden im
zweiten Abschnitt noch einmal erlautert und fiir den Spezialfall der kumulierten
Klauseln charakterisiert.

Im dritten Abschnitt wird die Abgeschlossenkeit von Mengen £ von kumulier-
ten Klauseln auf syntaktischem Wege durch vier Interferenzregeln charakterisiert.
Man hat damit einen syntaktischen Ableitungsbegriff.

Mit Hilfe der Modellklassen wird im Abschnitt 4 eine Ordnungsrelation auf
den kumulierten Klauseln definiert. Unter Verwendung dieser Relation ist es
moglich, Mengen von kumulierten Klauseln zu verkleinern, ohne daf§ sich die
zugehorige Modellklasse dndert. Im zweiten Teil wird die Ordnungsrelation dazu
verwendet, spezielle erzeugende Mengen von Theorien zu konstruieren.

Im Abschnitt 5 werden die beiden Operatoren &(.) und L(.) eingefiihrt. Und
zwar liefern diese zu einem X C M die minimalen Teilmengen bzw. Modelle, die
X enthalten, vergleichbar mit dem Hiillenoperator bei Hiillensystemen und Im-
plikationen, siche [GW96, S.80]. Wir werden in den folgenden Abschnitten stark
von ihnen Gebrauch machen. Die Hilfssétze dieses Abschnitts charakterisieren
diese Operatoren.

Der Abschnitt 6 befafit sich mit der Frage, wie zu einer Menge £ € KK(M)
die Modellklasse Mod(L) ermittelt werden kann. Es wird dazu ein Algorithmus
angegeben.

Im siebenten Abschnitt wird die Frage beantwortet, wie ,,Basen® fiir Mengen
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von kumulierten Klauseln aussehen kénnen. Der hier verwendete Ansatz liefert
allerdings nur nichtredundante Mengen B® und keine minimalen Erzeugendensy-
steme.

Im Abschnitt 8 wird ein Verfahren vorgestellt, wie ein Erzeugendensystem
von Th(®) ermittelt werden kann, namlich B.

Die Berechnung von L(.) aus £ C KK(M) kann unter Umstédnden recht
aufwendig sein. Deshalb betrachten wir in Abschnitt 9 erzeugende Mengen von
Th(®), fiir die diese Berechnung relativ einfach ist. In Anlehnung an [W89] ver-
wenden wir dazu den Begriff ,transitivitdtsvermeidend®. Solche Mengen erlauben
die Berechnung von £(.) in Linearzeit.

Im Abschnitt 10 befassen wir uns mit Mengensystemen & C B(M ), bei de-
nen bereits das Auftreten von Merkmalen einer festen Menge My C M auf die
restlichen Merkmale schlieflen 1&8t. In der Praxis sind diese restlichen ableitbaren
Merkmale dann auch meist als aussagenlogische Terme tiber den anderen Merk-
malen gegeben. Diese Arbeit reifit diese Thematik allerdings kurz an und zeigt die
Verbindung zu den kumulierten Klauseln. Der erste Teil dieses Abschnitts befafit
sich damit, welche Mengen kumulierter Klauseln solche Merkmale ausreichend
charakterisieren. Im zweiten Teil wird dann angegeben, wie man solche ausrei-
chenden Mengen konstruieren kann, und zwar fiir die Félle, dafl die ableitbaren
Merkmale iiber Mengen oder aussagenlogische Terme definiert sind. Der letzte
Teil erortert Moglichkeiten, Theorien iiber einzelnen Teilmengen der Merkmals-
menge M zu ermitteln.

Der elfte Abschnitt befafit sich mit dem Speziallfall der kumulierten Klauseln,
dafB} es hochstens eine Konklusionsmenge gibt. Wir sprechen dann von kumulierten
Hornklauseln. Die Ableitung solcher kumulierter Hornklauseln aus Mengen von
kumulierten Klauseln ist besonders einfach. Auflerdem geben wir einen Basissatz,
der besagt, dafi B® fiir Mengen kumulierter Klauseln minimal ist.

Mitunter interessiert man sich nur fiir die kumulierten Hornklauseln, die aus
einer Menge von kumulierten Klauseln folgen. Dazu fithren wir in Abschnitt
12 einen weiteren syntaktischen Ableitungsbegriff ein. Anschlielend zeigen wir,
wie man ein Erzeugendensystem fiir die kumulierten Hornklauseln einer Theorie
Th(®) finden kann.

Im 13. Abschnitt werden noch einmal die wichtigsten Algorithmen der vor-
angegangenen Abschnitte in optimierter und detailierter Form vorgestellt. Dabei
werden sie auch hinsichtlich ihres Aufwandes untersucht.

Unabhéngig von den vorgestellten Algorithmen kann man die Berechnungen
mit kumulierten Klauseln in die iiblichen Komplexitatsklassen einordnen. Mit die-
sen Problemen befafit sich Abschnitt 14. Es wird beispielsweise gezeigt, dafl das
Erfiillbarkeitsproblem fiir kumulierte Klauseln NP-vollstandig ist. In den prakti-
schen Anwendungen hat man es jedoch meist, wie gezeigt wird, mit polynomialen
Problemen zu tun.

In Abschnitt 15 wird nun direkt die Verbindung zu den formalen Kontexten
der Formalen Begriffsanalyse gezogen. Solche Kontexte eignen sich hervorragend
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zur Reprasentation von Teilmengen von M bzw. von Modellklassen von Mengen
kumulierter Klauseln {iiber M. Die Gegenstinde g € G des Kontextes werden
dabei mit ihrer Ausprigung ¢’ als Modelle aufgefat. Umgekehrt eignen sich
die kumulierten Klauseln, um die inneren Abhéngigkeiten der Gegensténde ei-
nes Kontextes zu untersuchen. Dazu kénnen Kontexten beschreibende Mengen
kumulierter Klauseln zugeordnet werden. Im zweiten Teil des Abschitts werden
die Zusammenhange zwischen den Kontextkonstruktionen Direkte Summe und
Halbprodukt und den beschreibenden Mengen untersucht.

Zum Skalieren von mehrwertigen Kontexten werden haufig sogenannte Ele-
mentarskalen verwendet (Definitionen siehe [GW96, S.42 ff.]). Wir geben in Ab-
schnitt 16 beispielhaft die kumulierten Klauselbasen der Gegenstandsinhalte der
haufigsten dieser Skalenkontexte an.

Sei P := (P, <) eine beliebige geordnete Menge. Dann kann man unter Ver-
wendung von P die verschiedensten Skalen konstruieren. Es ist allerdings ziem-
lich schwierig, wenn nicht gar unmoglich, allgemeine Formeln fiir die kumulierten
Klauselbasen anzugeben, weil dabei die Struktur von P sehr stark mit eingeht. In
Abschnitt 17 werden zumindest beschreibende Mengen fiir die wichtigsten dieser
Standardskalen angegeben.

Im Abschnitt 18 werden an Hand eines gréfleren Beispiels noch einmal einige
Verwendungsmoglichkeiten kumulierter Klauseln fiir die Formale Begriffsanalyse
demonstriert. So kommen z.B. Skalierungen mit kumulierten Klauseln, ableitbare
Merkmale und die Arbeit mit eingeschrankten Merkmalsmengen zu Einsatz.

2 Motivation, Grundbegriffe

In [W89] wird ein allgemeiner Ansatz fiir ,Modelltheorien von biniren Relatio-
nen* vorgestellt, der als Basis fiir die Theorien der Implikationen in Hiillensyste-
men verwendet wird. Er soll hier noch einmal skizziert werden, wir verwenden
ihn spater jedoch fiir allgemeine Mengensysteme:

Dazu betrachte man einen willkiirlich gewahlten Kontext (9, S, |=). Die Ele-
mente X € I heiflen dann Modelle und die Elemente o € S sind die Formeln.
Man sagt o gilt fir X“ bzw. , X respektiert o*, wenn X [ o. Dies 1aBit sich
auch auf Mengen verallgemeinern: ¥ C S gilt in & C 9, wenn X | o fiir alle
Xe® oel.

AuBerdem haben wir wie in jedem Kontext & :={oc € S |VX € &: X E o}
und ¥ :={X € M | Vo € ¥: X = o}. Dann heifle Th(®) := &’ die Theorie
von & und Mod(X) := ¥’ ist die Modellklasse von .

Eine Menge & C M bzw. ¥ C S heifit abgeschlossen, wenn sie ein Be-
griffsumfang bzw. Begriffsinhalt ist, d.h. X € &, {X} E Th(®) —= X € &
bzw. o € S, Mod(Y) | {0} = o € X. Daraus resultiert auch der {ibliche
Hiillenoperator (.)” =: (.)*, der den Abschluf3 der Teilmengen & C M, ¥ C S
definiert: &* := &” = Mod(Th(®)) und £* := ¥" = Th(Mod(X)).
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Eine Formel o € S ist (semantisch) ableitbar aus ¥ C S (i.Z. ¥ = {0}),
wenn o in allen X gilt, in denen ¥ gilt, d.h.

Y {o) e <VXem:{X}|ZZ:>X|:a>
< Mod(X¥) € Mod({c})
— o

Zwei Formelmengen ¥, Y5 C S heiflen dquivalent, wenn ¥} = X3, Es ist dann
jede Formel in ¥, aus ¥; ableitbar und umgekehrt.

Eine Menge 3; C S nennt man eine erzeugende Menge oder Erzeugen-
densystem von ¥; C S, wenn Y7 = ¥;. Die Menge ¥ C S heifit nichtredun-
dant, wenn sie eine minimale erzeugende Menge von ¥* ist, d.h. wenn fiir alle
Yo € ¥ stets ¥f # ¥*. ¥ ist auch genau dann nichtredundant, wenn kein o € X
aus X \ {o} ableitbar ist. Eine Menge ¥ ist minimal, wenn sie eine erzeugende
Menge mit minimaler Kardinalitdt ist, d.h. fiir alle ¥y C & mit [¥o] < |¥] ist
P I

Wenden wir uns nun jener Instanz dieser Thematik zu, mit der sich die vor-
liegende Arbeit befafit: Sei M eine beliebige Menge aussagenlogischer Variablen,
deren Elemente m € M wir auch Merkmale nennen. Dabei sei M im folgenden
stets endlich. Die Modelle seien Teilmengen von M, also 9t C P(M). Fir die

Formeln verwenden wir folgendes:

Definition 1. Eine kumulierte Klausel ist ein aussagenlogischer Term der
Form

ANA—=\/ /\B, wobei AC M, BCBM).

BeB

0

Eine solche kumulierte Klausel o = (A A — \/ gz /A B) gilt fiir eine Menge
X C M (also X | «a), falls A € X ist oder es ein B € B gibt mit B C X.
Dabei nennt man A die Pramisse und \/ 5., A B die Konklusion. Die einzelnen
B € %8 sind die Konklusionsmengen.

Die konjunktive Normalform solch einer kumulierten Klausel ist

Aav \/ \B.

a€A BeB
Wenn die Konklusion die leere Disjuktion ist (also 8 = (), gibt es keine Menge
X C M mit AC X, fiir die die kumulierte Klausel gilt. Wir schreiben in diesem
Falle AA — 0 oder AA — L im Gegensatz zu AA — A0, was B = {0}
bedeutet. Diese Unterscheidung ist sehr wichtig, da eine kumulierte Klausel der
letzteren Art einfach fiir alle X C M gilt.

Die kumulierten Klauseln sind eine Verallgemeinerung, welche gleichermafien

Klauseln (A A — \/ B) und Implikationen (A A — A B) umfafit.
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Definition 2.

KK(M, N) := {/\A—> \/ /\B‘AQM,%Q‘B(N)}

sei die Menge der kumulierten Klauseln von M nach N. Den Spezialfall
KK(M, M) nennen wir kurz kumulierte Klauseln tiber M und schreiben dafiir

auch KK(M). O

Zu jedem Kontext (9, S, ) gibt es einen isomorphen Kontext (&, £, =) mit
einer Menge M und & C B(M), L C KK(M). Ein solcher Kontext 148t sich

leicht angeben, man setze z.B.:

M = M

& = {{X}|Xen}

L = {ag::(/\®—>\/{X69ﬁ|X|:a}‘aes}
Die Konklusionsmengen sind dabei hochstens einelementig, es handelt sich also
eigentlich um Klauseln.

Beispiel 1:
Sei M := {g1, 92,93} und S := {o7,09,03} mit neben-
stehendem Kontext fiir =-Relation. ‘

EAEAEN

Die entsprechende Beschreibung mit Klauseln ist: g || X
o | x| x
M = {91792793} g3 X
M = {{a} {o2} {gs}}
S = oy, =0 = nVag) ar, =0 = q2), as, = (0 — ¢3)}

Betrachten wir nun o = (A A — \/ g A B) und die zugehérige Modellklasse
Mod(a) = {X C M | A € X} UlUgenlX € M | B C X}. Beziiglich der
geordneten Menge (P(M), C) ist Mod(«a) also die Vereinigung von einem Ideal
(B(M) \ AT) und einem Filter (°BT).

Fir jede kumulierte Klausel, deren Modellklasse nicht ganz P(M) ist, gibt
es eine dquivalente kumulierte Klausel, fiir die die Summe der Méachtigkeit der
Préamisse und der Konklusionsmengen minimal ist, und zwar

/\A—>\/{/\B\A‘(BUA)Eming({BUA|B€‘B})}.

Die kumulierten Klauseln erméglichen es, aus B(M) ein einzelnes Element ,her-
auszuschneiden“: Sei fiir X C M

a[X]::(/\X—> \/ /\B)

XCBCM
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Dann ist Mod(apxy) = B(M) \ {X}. Somit kann mit kumulierten Klauseln jede
beliebige Teilmenge & C PB(M) beschrieben werden:

® = Mod({agx) | X ¢ &}) .

Wenn wir im folgenden mit der Theorie Th(®) earbeiten, meinen wir die Menge
aller kumulierten Klauseln aus KK(M), die von & respektiert werden. Aus der
obigen Bemerkung folgt daher

® = Mod(Th(®)) .

Am Ende des Abschnitts noch einige Bemerkungen zur Notation: Fiir die Ele-
mente von M werden in dieser Arbeit in der Regel Kleinbuchstaben verwendet,
Teilmengen von M werden in lateinischen Grofibuchstaben notiert, Teilmengen
von PB(M ) sind in groBen Frakturlettern gesetzt. Kumulierte Klauseln werden mit
kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet, Mengen von kumulierten Klauseln
mit kalligraphischen Groflbuchstaben.

Bereits bei kleineren Beispielen fallt auf, daff die volle Schreibweise von kumu-
lierten Klauseln eher uniibersichtlich ist. Wir wollen daher bei den Beispielen eine
vereinfachte und leicht verdnderte Schreibweise zulassen: Statt m; Amg AmsA. . A
m, schreiben wir my, my, ms, ..., m,. Fir die bindre Disjunktion verwenden wir
das Zeichen | in Analogie zur BNF-Notation, wobei diese stets schwicher bindet
als die Konjunktion. Die kumulierte Klausel (A{a,b} = Vpcip gy AB) =
(a ANb— (bAc¢)V (e A\d)) schreibt sich dann (a,b — b,c | ¢,d). Fiir die leere
Konklusion verwenden wir stets L.

Diese doppelte Schreibweise mag anfanglich verwirren, macht die Beispiele
jedoch deutlich {ibersichtlicher, wogegen bei mathematischen Betrachtungen die
exakte aussagenlogische Schreibweise vorteilhafter ist.

3 Syntaktische Ableitungsregeln fiir kumulierte
Klauseln

Im vorangegangen Abschnitt wurden die Abgeschlossenkeit von Mengen von ku-
mulierten Klauseln und die Ableitbarkeit auf semantischem Wege definiert, d.h.
iiber die Modelle. Es ist jedoch auch méglich, direkt aus der Menge weitere ku-
mulierte Klauseln abzuleiten, bzw. die Abgeschlossenheit zu priifen. Eine solche
syntaktische Charakterisierung der Abgeschlossenheit durch vier Interferenzre-
geln, und damit einen syntaktischen Ableitungsbegriff, liefert der erste Satz. An-
schlielend werden noch einmal die Spezialfille dieser Regeln betrachtet, die fiir
Implikationen und Klauseln relevant sind.

Satz 1 Fine Menge L C KK(M) ist genau dann abgeschlossen, wenn die folgen-
den Ableitungsregeln gelten:
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(K1). Identitit:
(NA—=ANA)eL firACM.
(K2). Primissenerweiterung:
Wenn (NA = Ve A B) € £, dann (NAUC — /gy AN B) € L
fir C C M.
(K3). Konklusionserweiterung:
Wenn (NA = Ve A\ B) € £, dann (NA =\ geguiey A B) € £
fir C C M.
(K4). Substitution:
Wenn (NA = \/ges ANB) € L, D €8 und
(NAUD = Vo AC) € L
dann (N A — \/Be(%\{D})UQ‘/\B) eL.

Beweis:  Die Korrektheit der Ableitungsregeln ist leicht einzusehen. Wenn ei-
ne Menge X C M die Voraussetzungen einer der Ableitungsregeln respektiert,
so respektiert sie auch die abgeleitete kumulierte Klausel, d.h. die abgeleiteten
kumulierten Klauseln sind in £* enthalten.
Es ist nun noch die Vollstandigkeit der Regeln zu zeigen:

Sei (ANX — \/Ye@ AY) € L*. Es wird nun gezeigt, daf} diese kumulierte Klausel
mit Hilfe der Regeln aus £ abgeleitet werden kann. Zunéchst bilden wir eine Folge
von Teilmengen von P(M)

{X} = .%0, .%1, %2, ceey %n =X

nach folgender Bildungsvorschrift: Wenn es ein 7, € X; gibt mit 7Z; £ (A A —
Vges /A B) € £, dann

X =% \ {ZZ} U U {B U ZZ} ,
BeB

solange, bis X respektiert L. Diese Bildungsvorschrift ist nicht deterministisch,
der Algorithmus terminiert aber, denn kein X; C B(M) kann in dieser Folge
mehrmals vorkommen, wie man folgendermaflen sieht: Angenommen, es gébe
zwei Mengen X, = ¥, mit m < n. Dann betrachten wir den Ubergang von ¥;
nach X;1; und das dabei verwendete Z;. Offenbar gilt:

1. Z; € .%Z', Z; Qé %i-l-l
2. FurY € %i-l-l \%z ist Z; g_ Y.

Seinun Z € minc{Z; | i = m...n—1} ein minimales Z;, das bei den Ubergéingen
von X, nach X,, verwendet wird. Dann ist Z € X,, und Z ¢ X,,, also Widerspruch
zur Annahme X,, = X,,. Somit kommt in der Folge Xy, X1, ..., X,, jede Teilmenge
von P(M) hochstens einmal vor, also terminiert das Verfahren, denn B(M) ist
endlich, da M endlich.
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Mit Hilfe der Ableitungsregeln 1at sich nun A X — \/;;.x A U ableiten, und
zwar zeigt man dies induktiv iiber die Zwischenschritte A X — \/;; o AU.
Induktionsanfang: (N X — \yex, AU) = (X — X)) gilt nach Regel (1).
Induktionsschritt: \ X — \/7cx, /AU kann abgeleitet werden. Der Ubergang von
X; zu X4 erfolgte iiber A A = \/pos A\ B mit Z; € X; durch Xy := X\ {Z;} U
UgesiB U Zi}. Da Z; diese kumulierte Klausel nicht respektiert, gilt A C Z..
Dann ist

Nzi—-\ \B (nach (K2))

Bes
ANBUZ - \BUZ (nach (K1))

Nz =\ \NBUZ) (|B| mal (K4))

Bes
/\ X — \/ /\ U (nach Induktionsvoraussetzung)

Ax—= V AUvV A(BUZ) (nach (K4))

Uex\{Z:} Be®B

/\ X — \/ /\ U (nach Definition von X;41)

UeXin

Also 1Bt sich A X — Vo AU mit Hilfe der Regeln ableiten. Auflerdem gibt
es zu jJedem Z € X ein Y € P mit Y C Z. Wére dies nicht der Fall, wiirde
7 die Menge L respektieren, aber nicht A X — \/Ye@/\Y (da X C Z nach
Bildungsvorschrift von X), somit wére diese kumulierte Klausel nicht in £*, also
ein Widerspruch.

Somit kann A X — \/cx AU weiter umgeformt werden. Man verwendet
wieder eine Folge von Mengen, und zwar

X=X, X, X, X =X

mit der folgenden Bildungsvorschrift: Sei Z; € X! mit Z; ¢ ). Nach obiger
Bemerkung gibt es dann ein Y; € 9 mit ¥; C Z. Damit bildet man X!, :=
X\ {Z;} u{Y:}. Das Verfahren bricht ab, wenn X’ C 2).

Induktiv 1aft sich nun A X — \/;;c AU iiber die Zwischenschritte A X —
\/Uex; AU ableiten.
Induktionsanfang: (N X — \/Uexg AU)=(AX = Vyex NU), klar.
Induktionsschritt: N X — \/i;cx AU kann abgeleitet werden. Der Ubergang von
X} zu X, erfolgte iiber ¥; C Z:. Dann ist

AYi= \Y (nach (K1))
Avivuz — A\ (nach (K2))
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/\Z¢—>/\Yi (da Y; C 7))

Nzux - \Y (nach (K2))
/\ X — \/ /\ U (nach Induktionsvoraussetzung)
Uex!

AX - \ AU (nach (K4))

Uexi\{Z:;u{Yi}

/\ X — \/ /\ U (nach Definition von X!_ )

Uexi,,

Also 1aBt sich A X — \/;;cx /AU mit Hilfe der Regeln ableiten.
Im letzten Beweisschritt kommt nun endlich die Regel (K3) zum Zuge: X'
wird schrittweise zu ) erweitert. Wir betrachten dazu die Folge von Mengen

X =X7, X, X5, .., X] =9
mit der folgenden Bildungsvorschrift: Wenn es ein Z; € ) mit Z; ¢ X7 gibt, dann
sei X7\, 1= X/ U {Z;}. Offensichtlich gilt stets X7 C Q). DaB sich nun A X —

\/Ue@/\U ableiten 148t, zeigt man wieder induktiv iiber die Zwischenschritte

/\X — \/Uex;’/\U-
Induktionsanfang: (N X — \/Uexg’ AU) = (AX = Vyex AU), klar.
Induktionsschritt: N X — \/;cen A\ U kann abgeleitet werden. Dann ist

/\ X — \/ /\ U (nach Induktionsvoraussetzung)
vext
/\X — \/ /\ U (nach (K3)
Uexi/u{Z;}
/\ X — \/ /\ U (nach Definition von X7, ,)
Uex!,,
Also l&Bt sich A X — /.oy A Y mit Hilfe der Regeln ableiten. O

Diese Regeln liefern gleichzeitig eine algorithmische Méglichkeit, auf syntak-
tischem Wege den Abschlufl einer Menge £ von kumulierten Klauseln zu bilden:
Die Regeln (K1) — (K4) fordern (in Abhéngigkeit von £), dafl bestimmte kumu-
lierte Klauseln in £* sein miissen. Diese fiigt man einfach zu £ hinzu. Diesen
Prozefl wiederholt man iterativ, bis £ (K1)—(K4) erfiillt. Es ist dann £ = L*.

Als Spezialfélle bzw. durch Ableitung erhélt man die tiiblichen Regeln fiir
Implikationen (ARMSTRONG-Regeln):

(A1). (AA— A\A)€L fir AC M.

(A2). Wenn (NA—> A— B)e L, dann (NAUC — AB) e L fiw C C M.
(A3). Wenn (NA— AB),(ABUC - AD)eL,dann (NAUC — A D) € L.
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und Klauseln und Implikationen

Wenn (ANA —\/ B) € Lund (NAU{b} = A\C) € L fir alle b € B,
dann (AA— AC) e L.

und den Zusammenhang zwischen kumulierten Klauseln und Implikationen
Wenn (AA = Vgen AB) € L mit B # 0, dann (A — (1B) € L.

Wir verwenden im folgenden das Symbol F als Zeichen fiir syntaktische Ablei-
tung nach Regeln.

Beispiel 2:

M := {a,a,b,b}
L = {0 —ala), (a,a— L), (0 —b]|b), (b,b— L1),(a—b)}

Aus dieser Menge kumulierter Klauseln kann nun (b — @) gefolgert werden:

= (K4) (K2) _ B
(Qzl‘i‘g;} FO=bl Fe—bl (G
(b,b— L)

4 Bereinigte Mengen kumulierter Klauseln

Mit Hilfe der Modellklassen kann man eine Ordnungsrelation auf den kumu-
lierten Klauseln definieren. Unter Verwendung dieser Relation, die auch direkt
charakterisiert werden kann, ist es moglich Mengen von kumulierten Klauseln zu
verkleinern, ohne daf} sich die zugehorige Modellklasse andert. Es werden also
iiberfliissige kumulierte Klauseln entfernt; dazu wird eine Bereinigung definiert.
Im zweiten Teil wird die Ordnungsrelation dazu verwendet, spezielle erzeugende
Mengen von Theorien zu konstruieren.

Laut Definition (siehe Abschnitt 2) sind zwei kumulierte Klauseln a, 3 €
KK(M) aquivalent (i.Z. a ~ (), wenn Mod(a) = Mod(3). In Analogie dazu

definieren wir:

Definition 3. Auf KK(M) sei eine Relation < erklart durch
a < f <= Mod(a) C Mod(3) fir o, 8 € KK(M).
Dazu sei < die iibliche reflexive Erweiterung. O

Da C auf P(P(M)) eine Ordnungsrelation ist, ist auch < eine Ordnung und
(KK(M), <) eine geordnete Menge. Diese Relation 148t sich auch direkt ohne die

Verwendung der Modellklassen charakterisieren.
Zunéchst benotigen wir dazu einen weiteren Begriff: Eine kumulierte Klausel

a € KK(M) heie tautologisch, wenn Mod(a) = P(M).
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Hilfssatz 1 Sei a = (A A — \/ge A\ B) € KK(M). Dann sind dquivalent:
1. « st tautologisch
2. Fs gibt ein B €8 mit B C A.
3. AEa

Beweis:

(1) = (3): Klar, da A € B(M).

(3) = (2): Al a, d.h. es muB ein B € B geben mit B C A, also gilt (2).

(2) = (1): Sei X € P(M). Wenn X € A, dann X € Mod(«). Wenn X C A,
dann B C A, somit X |= o, also X € Mod(«). O

Hilfssatz 2 Seien o = (A Ao = Ve, AB), B = (ANAs = Vien, AB) €
KK(M) und 8 sei nicht tautologisch. Dann dann ist o < 3 genau dann, wenn

A, C Ag und es fir alle B € B, ein O € By gibt, mit C C AgU B.

Beweis:
»==“: Weil  nicht tautologisch, ist Ag ¢ Mod(3). Da a < [ ist auch Ag ¢
Mod(a), daher mu A, C Ap sein.

Sei B € B,. Dann ist A3 U B € Mod(«), also Ag U B € Mod(3). Da Az C
Ag U B, mufl es ein ' € By geben mit C C AgU B.
<= Sei X € Mod(a). Wenn Az € X, dann ist X € Mod(3). Ansonsten ist
Ag C X. Damit ist auch A, C X und es gibt ein B € B, mit B C X. Somit
gibt es ein C' € By mit C C BU Az C X, also X € Mod([3). O

Daraus folgt sofort
a~f = A, = Ap ().

Wenn o < 3, dann lafit sich 3 aus o ableiten (da Mod(a) C Mod(53)). Mit Hilfe
der Regeln (K1) — (K4) geschieht dies folgendermafen:
1. Fall: 3 ist nicht tautologisch

A=V A\B (o)

Be%a
NA4s— \/ \B  (da A, C A5 (K2))
Be%a
ANBUA; - \NCs  (fiir BE€ B, Cp € By, daa < P)

AN4s— \/ A\Cs (1B, mal (K4))

Be%a
N4s— \/ A\B  (dennfiiralle B € B, gilt C5 € By, (K3))

BE%ﬁ
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2. Fall: 3 1st tautologisch, nach Hilfssatz 1 gibt es ein C' € B mit € C Ag.

Ac— A\c ((K1))

N4s—= \c (da C' C Ay (K2))
N4s— \/ A\B (daCeBg (K3))

Mit der <-Relation kénnen wir nun Mengen von kumulierten Klauseln redu-
zieren, ohne daf} sich die zugehorige Modellklasse dndert:

Hilfssatz 3 Sei £L C KK(M) und o, p € L mit o < 3 und o # 3. Dann ist
Mod(L) = Mod(L\ {53}) .

Beweis: Da o < 3, ist Mod(«) € Mod(3). Mit a € £\ {5} folgt dann
Mod(£\ {}) € Mod(a) € Mod(3) .

Damit erhalt man

Mod(£) = Mod(£ \ {8}) N Mod(8) = Mod(£ \ {8}) -

Es bietet sich daher folgender Reduktionsoperator an:
Definition 4. Die Funktion ¢lr : B(KK(M)) — B(KK(M)) mit

clr(L) := ming(L), fir £ C KK(M)

heifit Bereinigung. Eine Menge £ C KK(M) heifit bereinigt, wenn ¢lr(L) = L
gilt. O

Nach den vorangegangen Hilfssdtzen hat clr(.) folgende Eigenschaften:
Hilfssatz 4 Sei £ C KK(M). Dann gilt:

1. clr(elr(L)) = elr(L)

2. Mod(L) = Mod(clr(L))

3. L* =clr(L)*
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Diese Aussagen folgen leicht aus den obigen Uberlegungen. Man kann ¢lr(.) al-
so nutzen, um tiberfliissige kumulierte Klauseln aus £ zu entfernen. Allerdings ist
dieser Begriff der Uberfliissigkeit relativ schwach, da die ,beziiglich Transitivitit
iiberfliisssigen® kumulierten Klauseln nicht mit erfafit werden.

Beispiel 3:
Sei M = {a,b,¢,d} und a b ¢ d

& = {0}, {c}, {a, ¢}, {b,c}, {b,d}} .
In & befinden sich genau die Knotenmengen, bei deren Entfernung der nebenste-
hende Graph in zwei Teile zerféllt. Es ist dann beispielsweise
(¢ = ¢) ~ (a—a,c)
(a,b0— 1) < (a,b,ce— 1)
Man kann die Bereinigung nutzen, um einfache erzeugende Mengen der Theo-

rie einer Menge & C PB(M) anzugeben. Dazu definieren wir zunécht eine neue
Eigenschaft kumulierter Klauseln:

Definition 5. Eine kumulierte Klausel o € KK(M) heifit schlicht beziiglich
® C P(M), wenn a minimal ist beziiglich & |= «, d.h o € Th(®) und

peTh(®), fSa = f~a.
0
Die Menge der schlichten kumulierten Klauseln beziiglich & ist also elr(Th(®)).
Fiir solche kumulierten Klauseln gilt auch die Riickrichtung von (x):
Hilfssatz 5 Seien a = (A Ao = Vpea, AB), 8 = (ANAs — \/Be%ﬁ/\B) €
KK(M) schlicht beziiglich & CB(M). Dann gilt
A=A <= a~[.
Beweis:  Die Riickrichtung folgt aus Hilfssatz 2 bzw. (%), es ist also nur noch

, = “ zu zeigen.
Dazu definieren wir

vi=(NA— \/ AcCuD).
CeBa;DEBg

Offenbar gilt & = v und alle X C M, die v respektieren, respektieren auch o,
also v < a. Da a schlicht, mul v ~ o gelten. Analog folgt v ~ 8 und damit
o~ f. O

Mit Hilfe der schlichten kumulierten Klauseln kénnen wir nun Erzeugenden-
systeme konstruieren.

Definition 6. Sei & C P(M). Eine Menge S C KK(M ) heifit schlicht beziiglich
&, wenn gilt:
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1. Alle o € § sind schlicht beziiglich &.
2. Fir alle a € KK(M), die beziiglich & schlicht sind, gibt es genau ein § € S

mit a ~ (.
0
Es ist dann & C elr(Th(®)). Solche schlichten Mengen haben folgende Eigen-

schaften:

Satz 2 Sei S C KK(M) schlicht beziiglich & C B(M). Dann ist:
1. Mod(8) = &.
2. Fiir £ C KK(M) mit & |= L gibt es fiir jedes a € L ein 3 € S mit 3 < a.
3. S ist mazimale Antikette in Th(®).
J. Aus 8 kann Th(®) mit Hilfe der Regeln (K1), (K2), (K3) und (K}) abge-

leitet werden, wobei

(K4’). Substitution’:
Wenn (NA = Ve ANB) €L, DEB und C C AU D, dann
(AA— \/Be(%\{D})U{O}/\ B)e L.

Beweis:

Wir zeigen zuerst (3): S ist Antikette, denn: Angenommen, es gébe o, f € S mit
a < 3. Da 8 schlicht ist, ist dann o« ~ (. Somit gibt es fiir a mindestens zwei
aquivalente kumulierte Klauseln in §, namlich o und 3, im Widerspruch dazu,
dafl § schlicht ist.

Dafl & maximal sein muf, sieht man folgendermafien: Sei v € Th(®). Dann
gibt es sicher ein a € ¢lr(Th(®)) mit o < 7. o ist dann schlicht, also gibt es ein
€S mit o ~ 3, also ist § < 4. Somit sind alle Elemente von Th(®)) mit einem
B € S vergleichbar.

Die Aussage (2) folgt unmittelbar aus den Uberlegungen fiir (3): Da & = L,
ist £ C Th(®)). Nach obiger Argumentation gibt es fiir jedes o € L ein f € S
mit 4 < a.

Aussage (1) folgt wiederum aus (2): Es ist

® = Mod(Th(®)) = (] Mod(a) .
«€Th(®)
Da & = Th(®), gibt es fiir alle o« € Th(®) ein f € S mit § < «, d.h. also
Mod(3) € Mod(a). Somit ist

6= (] Mod(a)=[)Mod(3)=Mod(S) .

a€Th(®) BES
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Nun zum Beweis von Punkt (4). Nach (2) gibt es fiir jedes o € Th(®) ein 5 € S
mit 3 < a. Auf Seite 12 wurde gezeigt, dal dann « aus [ abgeleitet werden kann,
wobei die Regel (K'4) nur in ihrer abgeschwichten Form (K4') verwendet wurde.
Somit ist ganz Th(®) auf diese Weise ableitbar. O

Das Arbeiten mit solchen schlichten Klauseln kann von daher interessant sein,
da sich beim Ableiten unter Verwendung von (K4') die Anzahl der Konklusions-
mengen einer kumulierten Klausel nicht vergroflert.

Beispiel 4: (fortgesetzt)
Zum vorangegangenen Beispiel 3 ist beispielsweise

S = {0—=b|c), (a—c), (d—Db),
(a,b0— 1), (a,d = L, (¢,d = 1)}

eine schlichte Menge.

5 Die Operatoren &(.) und L(.)

In diesem Abschnitt werden hauptsachlich nur die beiden oben genannten Ope-
ratoren eingefithrt. Und zwar liefern diese zu einem X C M die minimalen Teil-
mengen bzw. Modelle, die X enthalten, vergleichbar mit dem Hiillenoperator
bei Hiillensystemen und Implikationen, siche [GW96, S.80]. Wir werden in den
folgenden Abschnitten stark von ihnen Gebrauch machen. Die Hilfssdtze dieses
Abschnitts charakterisieren diese Operatoren, speziell fiir £(.) wird ein Algorith-
mus zur Berechnung angegeben.

Definition 7. Sei & C PB(AM). Dann ist &(.) : P(M) — P(P(M)) festgelegt
durch

&(X) :={Y € & | Y minimal beziiglich X C Y}, X C M.
Fir £ C KK(M) ist analog £(.): B(M) — B(P(M)) mit
L(X):={Y € Mod(£) | Y minimal beziiglich X C Y} = (Mod(£))(X) .
0

&(X) bzw. L(X) beinhalten also, analog dem Hiillenoperator bei Implikatio-
nen, die kleinsten Mengen bzw. Modelle, die X enthalten.

Hilfssatz 6 Fir &(.) und L(.) gelten die folgenden Aussagen (X,Y C M):
1. &(X) = minc (X1 N &)
2. Xe® = 6X)={X}
3. 8X)=0 <<= VWe&: XZY
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4. XCY = VY, e®(Y) IX, € 8(X): Xy C Y,
5. 8 E(ANX = Vyg\Y) &= VZed(X)V eP:Y CZ
6. L(X) = minc(Mod(LU {0 — AX}))

Diese Tatsachen sind leicht einzusehen. &(.) 148t sich auch auf andere Weise
charakterisieren:

Hilfssatz 7 Sei & CB(M), X C M und X C B(M). FEs ist B(X) = X genau

dann, wenn gilt:

1. Firalle Z € X gilt X CZ und Z € &.
2. X st beziiglich der Inklusion eine Antikette.
3. FiraleY € ® mit X CY gibt es ein Z € X, sodaf§ Z C Y.

Beweis:  Aus der Definition von &(.) ist klar, dal &(X) die drei Bedingungen
erfiillt.

Erfiille nun X C B(M) die Bedingungen (1) — (3). Wir zeigen zuerst &(X) C
X.Sei Y € B(X). Dann ist X C YV und Y € & und Y ist minimal beziiglich
dieser Eigenschaft. Es gibt nun ein Z € X mit X C Z C Y und Z € &, also ist
Z =Y und somit Y € X.

Seinun V € X, dann ist X C V und V € &. Angenommen, V' wire beziiglich
dieser Eigenschaften nicht minimal, d.h. es gdbe ein W € & mit X C W C V.
Dann gibt es ein Z € X mit Z C W und damit Z C W C V, somit kann X keine
Antikette sein, Widerspruch. Also ist V' € &(X) und somit &(X) = X. O

Wenn man fiir ein X C M die Menge &(X) bestimmen will, mufl man im
Allgemeinen alle Y € & finden, fiir die X C Y gilt und dabei das Minimum dieser
Menge ermitteln (nach Hilfssatz 6), falls & nicht in irgendeiner Weise geschickt
sortiert ist. Auch £(X) konnte man auf diese Weise aus Mod (L) bestimmen. Man
kann die Menge £(X) aber auch relativ einfach direkt algorithmisch ermitteln:

Hilfssatz 8 Fir L C KK(M) und X C M lifit sich L(X) auf folgende Weise
ermitteln: Man bildet eine Folge von Teilmengen von P(M)

{X} = .%0, .%1, %2, ceey %n = X

nach folgender Bildungsvorschrift:
Gibt es ein Z € X; mit Z [ (NA =\ ge \ B) € L, dann sei

X = (X \{2hu | J{BUZ}.
Bes
Dies geschieht solange, bis X |= L. Dann ist £L(X) = minc(X).
Es ist bei dieser Berechnung auch zulissig, Mengen aus X; wegzulassen, wenn fir
jede dieser einzelnen Mengen schon eine Teilmenge in X; enthalten ist, d.h. es
kann X; durch minc (X;) ersetzen werden.
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Beweis: Diese Bildungsvorschrift ist nicht deterministisch, der Algorithmus ter-
miniert aber, da keine Menge X; in der Folge mehrmals vorkommen kann (siehe
dazu erster Teil von Beweis von Satz 1).

Wir zeigen, dafi minc(X) die Bedingungen (1)-(3) von Hilfssatz 7 erfiillt,
wobei & = Mod(L). Nach der Bildungsvorschrift gilt fiir alle Z € X: X C Z und
Z |= L, auBerdem ist minc (X) natiirlich eine Antikette. Das eventuelle Weglassen
von Mengen in den X; hat darauf keinen Einfluf3.

Es ist also nur noch zu zeigen, dafl es zu jedem ¥ C M mit X C Y und
Y |= £ ein Z € minc(X) gibt mit Z C Y. Dies geschieht induktiv, indem man
zeigt, daB es in jedem X; ein derartiges Z gibt:

Induktionsanfang: In Xo = {X} gibt es solch ein 7, ndmlich Z = X C Y.
Induktionsschritt: Es gebe Z € %; mit Z C Y. Der Ubergang von X; zu X4
erfolgte iiber die kumulierte Klausel A A — \/gogs A B mit A C 2’ € X; durch
Xyt = (X\{Z'}) UlUgegiB U Z'}. Wenn Z' # Z, dann ist Z € X;y; und
die Behauptung bewiesen. Sei nun Z’ = Z. Da Y die kumulierte Klausel A\ A —
Vgess /\ B respektiert, mufl es ein B € B geben mit B C Y, da nédmlich A C
Z'C Y. Somit ist BUZ'CY,und da BU Z' € X;1; folgt die Behauptung.

Wenn Z C Y und Z in X; bei den weiteren Berechnungen weggelassen wird,
dann heifit das, daB es ein U € X; gibt mit U C Z C Y, die gewiinschte Eigen-
schaft bleibt also stets erhalten.

Also gibt es ein Z € X mit Z C Y und daher auch ein Z € minc(X) mit
Z CY.

Damit erfiillt minc (X) alle Bedingungen fiir £(X), also £(X) = minc(X). O

Beispiel 5:
Sei M = {a,b,c,d, e} und & bestehe aus allen Knotenmengen, bei deren Entfer-
nung der untenstehende Graph in mehrere Teile zerfallt. Also ist & = {{a,d},

{a,d, e}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c}, {b,d}, {b,c,d}, {b,c,e}, {c,d}}.

Dann ist

&({b,c}) = {{b,c}} a b

)
6({a}) = {{a,d}} i:i_@
6({c}) = {{eb}, {e,d}}

) d

&({a,b,c}) = 0 ¢ ©

6 Bestimmung von Mod(L)

Der folgende Abschnitt befafit sich mit der Frage, wie zu einer Menge £ € KK(M)
die Modellklasse Mod(L) ermittelt werden kann. Das im folgenden beschriebene
Verfahren ist ganz analog dem Vorgehen in [GW96, S.66f]. Wir definieren eine
lineare Ordnung auf (M) und geben dann eine Moglichkeit an, aus einem Modell
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das beziiglich dieser Ordnung néchstgroflere Modell zu bestimmen. Auf diese
Weise kann man, beginnend beim kleinsten, alle Modelle ermitteln.

Zunachst denken wir uns PB(M) lexikographisch geordnet, der Einfachheit
halber wird angenommen, dal M = {1,2,... n} ist. Die lektische Ordnung ist
nun folgendermaflen definiert, A, B C M:

A<B i< FeB\A:AN{L,2,...,i—1}=Bn{l,2,....i—1}.

Dies ist eine streng konnexe Ordnung, d.h. fir A, B C M mit A # B gilt stets
A < B oder B < A. Dabei sei < die iibliche reflexive Erweiterung von <. Weiter
definieren wir fir A, BC M, 1 € M:

A<, B:<= 1e€B\Aund ANn{1,2,....i—1}=Bn{l,2,...,1—1} .
Fiir < und <; gelten die folgenden Aussagen:

(1) ACB = A<B
(2) A< B < A<, BfirenieM
3) A<, B,A<;Cmiti<j = C<; B

Weiterhin benétigt man noch einen Operator auf PB(M). Dazu definieren wir zu

X CM:

LX) = { %rjin< L(X), falls £(X) # 0

Fir £(.) und L,:,(.) gilt folgendes (X,Y C M):

sonst

LA) = ACXund A< X

€
(A) ={A} <= Ln(A)=A AcMod(L) = L(X)={A}
CB = YWe/l(B)aIXeL(Amit XCY
CB = Lpn(A) < Lnin(B) oder L,:,(B)=0.
#+ A

C B, Loin(B) £ 0 = Lopin(A) £ 0.
Wir definieren nun fir A C M, i € M:

ADi= ,cmm<(Am{1,2,...,¢— 1) U{i})
und erhalten folgenden Satz:

Satz 3 Die kleinste Teilmenge von M, die L respektiert und beziiglich der lekti-
schen Ordnung grofier ist als eine gegebene Menge A C M, ist, sofern sie exvistiert

A,

wobei v das grofite Flement von M ist, fir das A <; A ® 1 gilt.
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Beweis:  Sei AT die lektisch kleinste Menge nach A, die £ respektiert, falls eine
solche existiert. Wegen A < AT gibt es nach (2) ein i € M, so dal A <; A*. Sei

A= (AN{L1,2,...,i—1}) U {i}, dann ist
ACACAT.

Da nach (5) Loin(A%) = AT 2 0 ist nach (8) Lin(A) # 0, somit folgt nach (7)
Lonin(A) < Loin(A) < AT

AuBerdem ist A < A und nach (4) ist A < L,,:,(A), also A < L,i,(A) und damit
ist Lnin(A) = A*. DaBl 7 das grofite Element mit A <; A &7 ist, folgt aus (3),
denn A <; A @ j mit 7 # j hat wegen A @1 = AT < A@ j nach (2) j < i zur
Folge. O

Damit ergibt sich der Algorithmus zur Bestimmung aller Modelle zu

einer Menge £ C KK(M), der die Modelle nacheinander in lektischer Reihenfolge
generiert:
Das lektisch kleinste Modell ist, sofern es existiert, £,,;,,(0). Fiir eine gegebene
Menge A C M findet man das lektisch nédchste Modell, falls es existiert, indem
man fiir alle Elemente von M \ A, beginnend mit dem groften und dann ab-
steigend, priift, wann erstmals A <; A @ ¢ auftritt. A & ¢ ist dann das gesuchte
Modell.

Bei der praktischen Ausfiihrung des Algorithmus kann man zur Berechnung
von L, die iterative Berechnung von £ nach Hilfssatz 8 verwenden, wobei das
Bilden des Minimums beziiglich der Inklusion am Ende entfallen kann nach (1).

Hier noch die Beweise der Aussagen (1) — (8), die in diesem Kapitel vorkamen.
Beweis:

(). ACB = A<B

Wenn A = B, dann gilt die Behauptung. Sei nun A C B und ¢ das kleinste
Element von B\ A. Dann ist AN{1,2,...i—1}=BN{l,2,...i—1} und
somit A < B.

(2). A< B < A<;BfiremieM

A<B < dieB\A:AN{lL,2,...i—1}=Bn{l,2,....—1}
<— 1€ B\A, An{l,2,...i—1}=Bn{l,2,...i -1}
— A<, Bfiireini¢c M

3. A<, B,A<;Cmiti<j = C<;B
Da A<; B,ist An{1,2,...i—1}=BnN{l,2,...i—1},und da A <; C ist
An{L,2,...5—=1}y=Cn{l1,2,...5—1}. Weil i < j,ist auch AN{1,2,...i—
1} =Cn{l1,2,...i—1} und somit BN{1,2,...i—1} =CnN{l,2,...i—1}.
Auflerdem ist ¢ € B, i ¢ A und somit : ¢ C, also C' <; B.
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(4).

(5).

7

XeL(A) = ACXund A<X

Sei X € L(A), also L(A) # (. Dann gilt A C X aufgrund der Definition
von £(.) und damit folgt A < X nach (1).

L(A)={A} <= Lnun(A)=A, AcMod(L) = L(X)={A}

L(A) = {A} < L.,in(A) = A: Die Richtung 7 = 7 ist trivial. Wenn
nun L,,(A) = A, dann A € L(A), und da L(A) beziiglich der Inklusion
eine Antikette ist und nach (4) fir alle X € L(A) : A C X gilt, muf
L(A) = {A} sein.

Der zweite Teil der Behauptung folgt aus Hilfssatz 6.

CACB = VY eL(B)IX €L(B)mit X CY

Sei Y € L(B), dann A C B C Y nach (4) und Y respektiert £. Dann gibt
es nach Hilfssatz 7 ein X € L(A) mit X C Y.

ACB = Lyn(A) < Lypm(B) oder L,:,(B)=10

Sei YV := Ln(B). Wenn Y # (), dann ist Y € £(B) und es gibt nach (6)
ein X € L(A) mit X C Y, also X <Y nach (1). Daher gilt £,,;,(A) <
X <Y = Loin(Y).

W#AFACB, Luin(B)#0 = Lnin(A)#0

Wenn L,,;,(B) # 0, dann ist £(B) # () und es gibt mindestens ein Modell
Z von L mit B C Z. Da aber A C B C Z, ist L(A) # 0 und damit

Nichtredundante Erzeugendensysteme

Es soll nun die Frage behandelt werden, wie ,,Basen® fiir Mengen von kumulierten

Klauseln aussehen kénnen. Der hier verwendete Ansatz liefert zwar in der Regel

nur nichtredundante und keine minimalen Erzeugendensysteme, wir verwenden
dafiir aber gelegentlich trotzdem den Begriff Basis.

Zuerst werden die kanonischen kumulierten Klauseln eingefiihrt, die beziiglich
einer Menge & C B(M ) eine gewisse Maximalitat besitzen. Des weiteren werden

Pseudomodelle als Teilmengen von M definiert und charakterisiert. Mit Hilfe

dieser beiden Begriffe kénnen wir dann ein nichtredundantes Erzeugendensystem

B¢ fir Th(®) konstruieren.
Definition 8. Sei ® C PB(M) und X C M. Dann ist

% = (/\X—> \/ /\Y)
)

YEB(X
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die kanonische kumulierte Klausel beziiglich X und &. Fir £ C KK(M)

definiert man analog die kanonische kumulierte Klausel a% := ozl\X/IOd('c). O

Mengen, die nur aus kanonischen kumulierten Klauseln beziiglich einer Menge
® bestehen, nennen wir ebenfalls kanonisch beziiglich &.

Hilfssatz 9 Fiir o$ gelten folgende Aussagen:
1. AC M respektiert o = X € A oderIY €B: X CY C A.
2.V c® = Y Eaf.
3. X Eaf — Xea.
Auf einen Beweis soll hier verzichtet werden, denn diese Tatsachen sind leicht

einzusehen. Jetzt bendtigen wir noch Teilmengen von M, die als Pramissen be-
sonders geeignet sind.

Definition 9. P C M heifit Pseudomodell von & C (M), falls gilt:
. P¢®
2. fiir jedes Pseudomodell () C P gibt es ein X € & mit ) C X C P.

P ist ein Pseudomodell von £ C KK(M), falls P Pseudomodell von Mod(L) ist.
0

Zur bequemeren Beschreibung verwenden wir analog zur Modellklasse

PMod(®) :={X C M | X Pseudomodell von &} bzw.
PMod (L) :={X C M | X Pseudomodell von L}

als Menge der Pseudomodelle von & bzw. £. Die Pseudomodelle haben in
Verbindung mit den kanonischen kumulierten Klauseln eine interessante Figen-
schaft:

Hilfssatz 10 Sei & C B(M) und P, () € PMod(&), P # Q). Dann respektiert
P die kumulierte Klausel ozg.

Beweis:  Es ist ozg =(AQ — \/YeQﬁ(Q) AY). Wenn Q € P, dann respektiert P
diese kumulierte Klausel. Im Fall () C P gibtesein X € & mit () C X C P. Nach
Hilfssatz 9 respektiert X die kumulierte Klausel ag. Es gibt also ein Y € &(Q)
mit Y C X. Da dann auch Y C P, wird ozg auch in diesem Fall von P respektiert.

O

Mit Hilfe der Pseudomodelle kann man nun eine Basis konstruieren.
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Satz 4 Sei ® C P(M), dann ist
B® := {a% | P € PMod(®)}
ein nichtredundantes Erzeugendensystem fiir Th(®).

Beweis: Es ist also Mod(B®) = & zu zeigen. Die Aussage (2.) des Hilfssatzes 9
liefert unmittelbar & C Mod(B®). Es ist also noch zu zeigen, daff B® vollstindig
ist, d.h. dafl jedes A C M mit A |= B® auch in & enthalten ist. Angenommen,
es gibe ein A C M mit A ¢ &, aber A |= B®. Dann respektiert A auch alle af
mit () Pseudomodell und ) C A, es gibt also zu jedem solchen () ein X € & mit
Q C X C A. Damit ist A selbst ein Pseudomodell und respektiert daher o € B®

nicht, Widerspruch.
Dafi B® nicht redundant ist, folgt leicht aus Hilfssatz 10, denn fiir P &
PMod (&) wird die Menge B® \ {a%} von P respektiert im Gegensatz zu P ¢ .
O

Allerdings erhélt man im allgemeinen keine Minimalitat, sondern wirklich
nur Nichtredundanz, wie ein Beispiel am Ende des Abschnitts verdeutlicht. Der
folgende Hilfssatz liefert eine Zuordnung zwischen den Pseudomodellen und ku-
mulierten Klauseln von £ C KK(M). Wie bereits angedeutet ist, diese in der
Regel nicht injektiv.

Hilfssatz 11 Sei £ C KK(M). Dann gibt es zu jedem P € PMod(L) eine ku-
mulierte Klausel o = (/\A — Vaes N\ B) € L mit AC P und fir alle Pseudo-
modelle Q C P gqilt AZ Q.

Beweis:  Sei P ein Pseudomodell. Da P die Menge £ nicht respektiert, muf} es
ein o = (/\A —+ Vaes N\ B) € L geben, das von P nicht respektiert wird, also
ACP.

Angenommen, es géibe ein Pseudomodell ) C P mit A C (). Dann gébe es
ein X € Mod(£) mit @ C X C P, also A C . X muf} a respektieren somit
gibt esein B € B mit B C X C P, d.h. P respektiert a, Widerspruch. Im Falle
B = () gibt es keine Pseudomodelle Q C P, da sonst P kein Pseudomodell wére.

O

Dies ist also ebenfalls ein Beweis, daff B® nichtredundant ist. Man kann aber
nicht ableiten, dafl es mindestens so viele kumulierte Klauseln wie Pseudomodelle
geben muf}, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 6:
Sei M = {a,b,¢,d} und
al|b
L = {(a—=blc), (b—al|d), (c=al|d), (d—=b]ec), c|d

(aNd— L), (bAc— L)}
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Die Modelle von £ sind in der obenstehenden Figur genau die Rechtecke aus
zwei benachbarten Quadraten und die leere Menge. Die Pseudomodelle sind alle
ein- und dreielementigen Teilmengen, also insgesamt 8, wéhrend £ nur aus 6
kumulierten Klauseln besteht. Die {iber Pseudomodelle erzeugte Basis wire

B® = {(a —a,b|a,c), (b—ab|b,d),
(¢ = a,c|ed), (d—=b,d]cd),
(a,b,c — 1), (a,b,d = L), (a,¢,d— L), (bye,d — L)} .

8 Bestimmung einer erzeugenden Menge von
Th(®)

Meist will man zu einer Menge & C P(M) nicht Th(®) komplett bestimmen,
es ist vollig ausreichend, ein Erzeugendensystem von Th(®) zu ermitteln. Ein
solches ist die Menge B® des vorangegangenen Abschnitts, mit deren algorith-
mischer Ermittlung wir uns jetzt befassen wollen. Das beschriebene Verfahren
ist vergleichbar mit der Merkmalsexploration in [GW96, S.85f]. Dabei wird B®
schrittweise aufgebaut und auf Vollstandigkeit gepriift. Die Praktikabilitat dieses
Vorgehens wird durch den Satz dieses Abschnitts abgesichert.

Eine beziiglich & C PB(M) kanonische Menge £ C KK(AM) heifit streng
kanonisch beziiglich &, wenn alle in £ vorkommenden Pramissen Pseudomodelle

von & sind, d.h. fiir alle a € £ gibt es ein P € PMod(®), so daf a = a8.

Satz 5 Sei & C P(M) und L C KK(M) streng kanonisch beziglich &. Weiter-
hin sei X C M das lektisch kleinste Modell von £ mit X ¢ &. Dann ist X das

lektisch kleinste Pseudomodell von &, das nicht als Prdmisse in L vorkommt.

Beweis:  Zuerst wird gezeigt, dal X ein Pseudomodell von & ist. Laut Vor-
aussetzung gilt X ¢ &. Sei nun ) € PMod(®) mit @ C X. Angenommen, ()
ware keine Pramisse in £, dann respektiert () nach Hilfssatz 10 die kumulierten
Klauseln in £. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dafl X das kleinste Modell
von L ist, denn aus Q € X folgt @) < X. Also ist ozg € L. Da X [ ozg, gibt es
eine Konklusionsmenge Y in ozg mit Y CX.DaY e®&und Y C X, ist X ein
Pseudomodell.

Aus dieser Argumentation folgt auch, dafl X das kleinste Pseudomodell ist,
das nicht als Pramisse in £ vorkommt. O

Damit ergibt sich der Algorithmus zur Bestimmung des Erzeugenden-
systems B® der Theorie zu einer Menge & C B(M):
Zu Anfang setzt man £ := (). Man ermittelt nun nacheinander in lektischer Rei-
henfolge, beginnend beim kleinsten, alle Modelle von L. Sobald eines dieser Mo-
delle X nicht in & enthalten ist, wird die kumulierte Klausel a$§ zu £ hinzugefiigt
und die Berechnung der Modelle mit der vergroflerten Menge £ fortgesetzt.
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Auf diese Weise wird L schrittweise erweitert. Wenn schliellich alle Modelle
berechnet sind, ist £ = B® und somit ein nichtredundantes Erzeugendensystem
von Th(®).

Beweis: (des Algorithmus)
Dieser Algorithmus terminiert sicher, da X € PB(M) und kein X mehrmals vor-
kommen kann.

Zur besseren Ubersichtlichkeit werden im Folgenden die nacheinander gebilde-
ten Mengen £ und die auftauchenden X indiziert, d.h. wir haben laut Definition
des Algorithmus

0=LoC L C...CL,=2L, m&Nmit

Lig:=L;U {ozgﬁ(i}, 1 =0...m—1 wobei

Xo € M lektisch minimal beziiglich Xy ¢ & und

Xit1 € Mod(L;41) lektisch minimal beziiglich X;41 > X; und X,;41 ¢ &,

1=0...m—1

Behauptung: L; ist streng kanonisch beziiglich & und X; ist das kleinste Modell
von L;, das nicht in & enthalten ist.
Induktionsanfang: L := () ist streng kanonisch, die zweite Behauptung entspricht
der Festlegung von Xj.
Induktionsschritt: Sei L; streng kanonisch und X; sei das kleinstes Modell von £;
mit X; ¢ &. Dann ist X; nach Satz 5 ein Pseudomodell von &, somit ist auch
L1 streng kanonisch.

Sei nun Y € P(M) das kleinste Modell von L;;q, fiir das Y ¢ & gilt. Da
L; C Liy1, ist Mod(L;) 2 Mod(L;41) und weil X; nach Satz 5 das kleinste
Element in Mod(£;) \ & ist, muB X; < Y sein. Da X, aber oz% € L;41 nicht
respektiert, ist X; # Y, also stellt die Bedingung X;;; > X, keine wirkliche
Einschrankung dar und es ist Y = X;,;4.

Somit findet der Algorithmus alle Pseudomodelle in lektischer Reihenfolge
und laut Satz 4 ist £ ein Erzeugendensystem von Th(®). O

9 Transitivitatsvermeidende Mengen

Die Berechnung von £(.) aus £ C KK (M) kann unter Umstéanden recht aufwendig
sein. Betrachten wir deshalb erzeugende Mengen von L, fiir die diese Berechnung
relativ einfach ist. In Anlehnung an [W89] verwenden wir dazu den Begriff , tran-
sitivitdtsvermeidend®, obwohl dieser Begriff hier nicht ganz seiner Bedeutung
gerecht wird. Solche Mengen erlauben die Berechnung von £(.) in Linearzeit und
verbessern dadurch die Komplexitidt von Algorithmen mit kumulierten Klauseln
enorm. Nach Einfithrung kleinerer Hilfsmittel wird eine Moglichkeit angegeben,
wie eine transitivitdtsvermeidende erzeugende Menge zu einer Theorie Th(®)
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aussehen kann. Abschlieflend wird ein Algorithmus zur Erzeugung eben dieser
Menge angegeben.
Wir definieren zunachst einen neuen Operator (X C M):

{X}, wenn X L
LX) := {C|a:(/\A—>\/B€%/\B)E,C,X|7£oz,X§C€‘B},

sonst

Die Berechnung von £°(X) ist relativ einfach und in Linearzeit méglich (siehe

dazu Algorithmus 8, S. 49).

Definition 10. £ C KK(M) heifit transitivitdtsvermeidend, wenn fiir alle
X C M gilt:

L(X) = LX) .
Q

Fir transitivititsvermeidende Mengen ist die Berechnung von £(.) also in
Linearzeit moglich.
Wir zeigen jetzt, wie man solche Mengen finden kann.

Definition 11. Sei ® C B(M). Dann ist (.)° : B(M) — B(P(M)) beziiglich &
definiert durch (X C M):

X:={Ye®(2)|ZCX, XCY}.

Hilfssatz 12 Fir (.)° beziglich & CP(M) gilt (X C M)
X°CBX).
Dieser Umstand ist leicht einzusehen. Die Elemente von

E(B) = {XePBM)\&| X°#&X) oder
X minimal beziiglich &(X) = 0}

nennen wir echte Pramissen.

Satz 6 Sei & C P(M). Dann ist
Ly =A{a} | X € ¢(6)}

transitivititsvermeidend und Mod(L®8) = &.
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Beweis:  Wir zeigen zuerst Mod(£%) = &. Nach Hilfssatz 9 ist & = L,
kanonisch beziiglich &, also & C Mod(L®).

Sei nun X € M mit X = £L&. Angenommen, es wire X ¢ &:

Wenn &(X) = {}, dann gibt es eine minimale Menge 7 C X mit &(Z) = 0,
also az € LY und X F£ ay, somit Widerspruch.

Wenn &(X) # (), dann betrachten wir ein ¥ € &(X) und ein Z C X mit
Y € 6(7), das beziiglich dieser Figenschaft minimal ist. Dann ist 7 ¢ & und
jedes W C 7 ist stets Y ¢ &(W), also Z° # &(Z). Deshalb ist az € L& und
X H agz, denn in az kann es keine Konklusionsmenge V' C X geben, da sonst
V C X C Y im Gegensatz dazu, dafl &(Z) Antikette ist. Also Widerspruch,
daher muff X € & sein

Nun zeigen wir, daB L& transitivititsvermeidend ist. Sei X C M. Wenn
X €6, dann X | L8, also L8°(X) = {X} = &(X) = LO(X).

Sei nun X ¢ &, also X F£ LY. Wenn &(X) = (), dann gibt es keine Y € &
mit X C Y. Somit kénnen solche Y auch nicht als Konklusionsmengen in £
auftreten, also £2°(X) = (.

Bleibt noch der Fall &(X) # (. Es ist zu zeigen &(X) = L&°(X). Sei Y €
&(X) und Z C X sei minimal beziiglich Y € &(7). Analog obiger Argumentation
ist dann oy € L&, also Y € LE°(X).

Sei nun Y € £8°(X). Dann ist Y € &, X C Y und es gibt ein Z C X mit
az € LS und Y € &(7). Nach Hilfssatz 7 gibt es ein W € &(X) mit W C Y,
also Z C X C W C VY. Aus demselben Grund gibt es V € &(Z) mit V C W,
also Z CV C W CY. Da &(7) aber Antikette ist, mul V = W =Y gelten,
also Y € &(X). Also ist LZ°(X) = &(X) = LE(X). m

da ,sz

Beispiel 7: (fortgesetzt)
Fiir das vorige Beipiel (S. 23) ist

¢(&) = {{a}, {b}, {c}, {d}, {a,c}, {b,d}}

und

,sz = {(a = a,b|a,c), (b—a,b|b,d),
(¢ = a,c|ed), (d—=b,d]cd),
(a,d — L), (bye— 1)}

Dieses Beispiel zeigt auch, dafl es keinen direkten Zusammenhang zwischen
PMod(®) und &(®) gibt, denn z.B. {a,d} € ¢&(&)\ PMod(®) und {a,b,d} €
PMod(®) \ &(&).

Allerdings ist £& nicht unbedingt eine minimale transitivititsvermeidende
Menge, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 8: Wir betrachten M := {a,b,c} und
L:={(a,b— 1), (c—=b,c)}.
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L ist transitivitdtsvermeidend, aber
Ly ={(a,b—= 1), (c—=b¢), (a,c— 1)},

Hilfssatz 13 Sei £L C KK(M) transitivititsvermeidend und & = Mod(L). Dann
ist fiir X C M beziiglich &:

Xe={Cla=(\NA—= \/ AB) €L, XHaA#X X CCecB}.

BeB
Beweis:

X = {Ye®(Z)|ZCX, XCY}
= {YeL(Z2)|ZCX, XCY}
= {Cla=(\NA= \/ AB)eL X HFa A+X X CCeB}

Be®
a

Dies erméglicht den Algorithmus zur Bestimmung von £® zu einer Men-
ge ® CP(M):
Zu Anfang setzt man £ := (). Dann fiihrt man fiir alle X € B(M) \ & in lektisch
aufsteigender Reihenfolge folgendes durch:

Wenn &(X) = 0 und es kein af € £ gibt mit Y C X und &(Y) = (), dann

fiige zu a§ zu £ hinzu. Ansonsten ermittle man £°(X) nach der Methode von

Hilfssatz 13. Wenn X° # &(X), dann wird ebenfalls o§ zu £ hinzugefiigt.

Auf diese Weise wird £ schrittweise erweitert. Am Ende der Berechnung ist
LY = L.
Beweis: (des Algorithmus)
Bezeichne Prex die Pramissen der kumulierten Klauseln in £ zum Zeitpunkt nach
der Abarbeitung von X € PB(M) \ &. Weiterhin sei ¢x :={Y € ¢(®) |V <
X}. Wir zeigen nun Prex = ¢x induktiv tiber die X € PB(M) \ & in lektisch
aufsteigender Reihenfolge.
Induktionsanfang: Sei X = min(P(M) \ &). Falls es kein solches X gibt, gilt
® = PB(M) und es ist tiberhaupt nichts zu beweisen. Wenn &(X) = ), dann
{X} = Prex = ¢x, ansonsten ist X° # &(X) und somit ebenfalls {X} =
PI’GX = @X-
Induktionsschritt: Sei X € PB(M) \ & und es gelte ¢y = Prey fiir Y C M, den
lektischen Vorgénger von X in dieser Menge. ¢y ist dann auch die Menge aller
echten Pramissen, die beziiglich der Inklusion echt kleiner als X sind.
1. Fall: (X) = 0.
Dann ist X deshalb beziiglich dieser Eigenschaft genau dann minimal, wenn es
kein Y € ¢y = Prey gibt, das in X enthalten ist. In diesem Fall wiirde also ozgj(
genau dann zu £ hinzugefiigt, wenn X € (&), also Prex = ¢y.
2. Fall: &(X) £ 0.

Da £ zu diesem Zeitpunkt alle echten Pramissen enthélt, die in X enthalten
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sind, liefert die Anwendung der Methode von Hilfssatz 13 tatsédchlich X°, namlich
beziiglich Mod(£LY) = &. a§ wird also genau dann zu £ hinzugefiigt, wenn eine
X echte Pramisse ist, also auch in diesem Fall Prexy = ¢yx.

Somit sind die Pramissen in £ nach Abarbeitung des Algorithmus genau die
echten Primissen, also £ = LS. O

10 Ableitbare Merkmale

Im folgenden wollen wir uns mit Mengensystemen & C B(M) befassen, bei de-
nen bereits das Auftreten von Merkmalen einer festen Menge My C M auf die
restlichen Merkmale schlieflen 1a8t. In der Praxis sind diese restlichen ableitba-
ren Merkmale dann auch meist als aussagenlogische Terme iiber den anderen
Merkmalen gegeben. Der erste Teil dieses Abschnitts befafit sich damit, welche
Mengen kumulierter Klauseln solche Merkmale ausreichend charakterisieren. Im
zweiten Teil wird dann angegeben, wie man solche ausreichenden Mengen kon-
struieren kann, und zwar fiir die Falle, daf} die ableitbaren Merkmale iiber Mengen
oder aussagenlogische Terme definiert sind. Der letzte Teil erértert Moglichkeiten,
Theorien {iber einzelnen Teilmengen der Merkmalsmenge M zu ermitteln.

Definition 12. Sei & C B(M) und M = MU My so, daB fiir alle X, YV € &
XNMg=YNMgp — X=YVY.

Dann nennen wir Mg eine Menge echter Merkmale und M4 eine Menge ab-
leitbarer Merkmale O

Die Zerlegung von M in Mg und M4 ist im allgemeinen nicht eindeutig und
ihre Wahl hangt vom Standpunkt des Betrachters ab. Meist sind die Belegungen
der Merkmale auch nicht explizit gegeben, sondern in Form von Formeln {iber
MFg. Diese Betrachtungsweise ist in Verbindung mit Kontexten ein Spezialfall der
logischen Skalierung [P97, S.17].

Die Eigenschaft der Merkmale aus M4 148t sich bei der Aufstellung eines
Erzeugendensystems der Theorie von & nutzen.

Definition 13. Sei & C B(M) und M = MgUM, so, daB M, eine Menge
ableitbarer Merkmale ist.

Dann heifit o = (AA — Vg A B) € KK(M) induzierende kumulierte
Klausel fiir m € My, wenn & =, A C Mg und m € B fiir alle B € 8.

Eine Menge induzierender kumulierter Klauseln fiir m € M4 ist ausreichend,
wenn sie fiir alle X € @ mit m € X ein a = (A A — /5o /A B) enthélt mit
ACX.

Ein o € KK(M) heifit riickwirkende kumulierte Klausel fiir m € M4, wenn
® = o und

a=(NAu{m} - \/ AB) mit AC Mg, B CP(Mg).
Bes



10 ABLEITBARE MERKMALE 30

Eine Menge riickwirkender kumulierter Klauseln fiir m € M4 heifit ausreichend,
wenn sie genau von den Mengen (X N Mg) U {m} mit X € & respektiert wird,
fir die m € X ist. O

Der folgende Satz besagt nun, daf} diese ausreichenden Mengen die ableitbaren
Merkmale vollstandig charakterisieren.

Satz 7 Sei & C B(M) und M = Mg UMy so, dafp My eine Menge ableitbarer
Merkmale ist. Weiterhin sei L C KK(M) eine Menge kumulierter Klauseln, die
von & respektiert wird. Wenn L folgendes enthdlt:

1. Ly CLmit {XNMp|XeMod(Lp)}={XNMg|X €&

2. fir alle m € My eine ausreichende Menge rickwirkender kumulierter Klau-
seln

3. fir alle m € M4 eine ausreichende Menge induzierender kumulierter Klau-
seln,

dann gilt Mod(L) = &.

Beweis:  Da & L respektiert, gilt & C Mod(L). Es ist nun noch Mod(£) C &
zu zeigen. Sei also X € Mod(L£). Dann gilt nach (1.), daB X N Mg € {X N Mg |
X € &}, d.h.esgibt ein Y € & mit X N My =Y N Mg, und da Mg eine Menge
echter Merkmale ist, mufl Y eindeutig sein.

Fiir alle m € M4 gilt nun: Wenn m € Y, dann gibt es fiir m eine induzierende
kumulierte Klausel (A A — \/ 5.3 A B) € £ mit A C Y, also auch A C X und
somit m € X.

Wenn m ¢ Y, dann gibt es eine riickwirkende kumulierte Klausel in £, die
von der Menge (Y N Mg) U {m} nicht respektiert wird und somit folgt m ¢ X.
Damit erhalten wir X =Y, daher X € &, also Mod(L) = &. O

Aus diesem Satz folgt auch, daf fiir ein derartiges £ gilt: £* = Th(®). Algo-
rithmisch 148t sich diese Theorie durch fortgesetztes Anwenden der Ableitungs-
regeln (K1)—(K4) ermitteln, bis sich die Menge kumulierter Klauseln nicht mehr
vergrofert.

Aus einer derartigen Theorie £* erhélt man durch Einschrankung auf £* N
KK(M,) die Theorie iiber die ableitbaren Merkmale. Allerdings muf dafiir nicht
komplett £* bestimmt werden, wir gehen am Ende dieses Abschnitts noch einmal
auf diese Thematik ein.

Betrachten wir zuvor noch die zwei Standardfélle, wie ableitbare Merkmale
gegeben sind und wie die zugehorigen induzierenden und riickwirkenden kumu-
lierten Klauseln aussehen:

Ableitbare Merkmale als Mengen gegeben:
Sei zu einem ableitbarem Merkmal m € M, die Menge &, := {X N My |
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X € 8, m € X} der zugehdrigen Belegung der echten Merkmale gegeben. Eine
Méglichkeit fiir die entsprechenden Mengen kumulierter Klauseln wére dann:
Ausreichende Menge induzierender Klauseln:

{(/\X—>m) ‘ Xe @m}.

Ausreichende Menge rickwirkender Klauseln:
{AYumi= \/ A ‘ Y e P(M)\ &, ).
XeB,(Y)

Ableitbare Merkmale als aussagenlogische Formel gegeben:

Auch eine Sprache, die m € My iiber Verkniipfung von Merkmalen aus Mg
mit V, A, definiert, 148t sich in solche kumulierten Klauseln iibersetzen. Sei
Mg die Menge der Merkmale (also Atome der Sprache), dann sei Mg := {m |
m € Mg} die Menge der negierten Merkmale. Diese miissen dann mit zu My
hinzugenommen werden. Mit diesen 1488t sich eine Definitionsformel fiir m € M4
in eine disjunktive Normalform bringen:

m:=\/ A\B, BCB(MguMp)
Bes

Zu dieser ergeben sich folgende kumulierte Klauseln:

Ausreichende Menge induzierender Klauseln:
{(/\B—>m) ‘ Be%}.
Ausreichende Menge rickwirkender Klauseln:

{Nm=\ N5}

BeB

Zusdtzliche kumulierte Klauseln fir &:

{(®—>mvm)‘mEME}U{(m,WAQ)‘meME}

Beispiel 9:
Betrachten wir
Mg = {warm, Regen,Sonne}
My = {gutes Wetter} mit
gutes_Wetter := (warm A —Regen)V Sonne

Dann sind die induzierenden kumulierten Klauseln fiir gutes Wetter:

warm, Regen — gutes_Wetter
Sonne — gutes_Wetter ,
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die riickwirkende kumulierte Klausel
gutes_Wetter — Warm,@ | Sonne

und als zusétzliche kumulierte Klauseln ergeben sich
0 — Regen | Regen
Regen, Regen — ) .

Aufler Regen brauchen die anderen Merkmale nicht in negierter Form mit aufge-
nommen zu werden, da sie in der Definition fiir gutes_ Wetter nicht auftauchen.

An dieser Stelle wollen wir auch kurz noch auf das Arbeiten mit eingeschrank-
ten Merkmalsmengen eingehen: Mitunter interessiert man sich nur fiir die Zusam-
menhdnge der Merkmale innerhalb einer festen Menge N C M. Wir sprechen in
diesem Fall von der Einschrankung auf N und indizieren die entsprechenden

auftretenden Symbole mit |y.
Betrachten wir zunéchst die Einschrankung von & C B(M ). Da nur die Merk-
male aus N C M interessieren, ist es sinnvoll zu definieren:

Gy i={YNN|Y c®}.

Der Rest folgt nun in Analogie zu den iiblichen Definitionen, indem iiberall &y
verwendet wird. Zunéchst eine Uberlegung, wie der Operator &x(.), der natiirlich
durch &y bereits eindeutig festgelegt ist, mit Hilfe von &(.) geschrieben werden
kann. Fir X C N ist

®|N = ming{YEQﬁW |X§®}
= minc{YNN|Y e&, X C&}
= minc{Y NN |Y e &X)}.
Fir £ C KK(M) ist es schwierig, eine sinnvolle eingeschrankte Entsprechung

anzugeben. Wir wollen das Konstrukt £y nur in zwei Féllen zulassen: Als erzeu-

gende Menge der Modellklasse
Mod(Ln) := Mod(L)n
und in diesem Sinne als Operator fir X C N
Liv(X) = (Mod(£n))(X)
= Mod(L)n(X)
= minc{Y NN |Y € Mod(£L)}
= minc{Y NN |Y € L(X)}.

Entsprechend ist fiir X C N

oS =l = (NX =V AY).

Y€Q§|N



11 KUMULIERTE HORNKLAUSELN 33

analog sind die eingeschrankten Pseudomodelle definiert usw. nach demselben
Schema die restlichen Begriffe. Der Unterschied zu den tiblichen Definitionen ist
eigentlich nur der, daf§ iiberall & und Ly verwendet wird.

Alle Sétze und Algorithmen der vorliegenden Arbeit lassen sich auf diese ein-
geschriankten Mengen und Operationen iibertragen. Insbesondere ist dann bei-
spielsweise B®W eine Basis fiir Th(®y), d.h. fiir Th(®) N KK(N). Dies kann
ausgenutzt werden, wenn man sich sich nur fiir die Theorie Th(®) N KK(M4)
iiber den ableitbaren Merkmalen interessiert. Wir verwenden diese Methode im
Beispiel in Abschnitt 18.

Beispiel 10: (fortgesetzt)

Sei wie im vorigen Beispiel M = {warm, Regen, Regen, Sonne, gutes Wetter} und
fiir £ nehmen wir alle dort aufgefithrten kumulierten Klauseln. Sei nun N :=
{Regen, Sonne, gutes_ Wetter}. Dann ist z.B.:

Ln({gutes_ Wetter}) = {{gutes_Wetter}} ,
weil gutes_Wetter € Mod(L)y) im Gegensatz zu
L({gutes_Wetter}) = {{warm, Regen, gutes_ Wetter}, {Sonne, gutes_ Wetter} }.

Trotzdem ,wirken® noch die kompletten kumulierten Klauseln aus £, so ist bei-
spielsweise

Ln({Regen, gutes Wetter}) = {{Regen, Sonne, gutes_ Wetter}} .

11 Kumulierte Hornklauseln

Dieser Abschnitt befafit sich mit dem Speziallfall der kumulierten Klauseln, daf
es hochstens eine Konklusionsmenge gibt. Wir sprechen dann von kumulierten
Hornklauseln. Die Ableitung solcher kumulierter Hornklauseln aus Mengen von
kumulierten Klauseln ist besonders einfach. Auflerdem gibt es einen Basissatz,
der besagt, dafi B® fiir Mengen kumulierter Klauseln minimal ist.

Definition 14. Eine kumulierte Klausel o = (AA = Vg A B) € KK(M)
heifit kumulierte Hornklausel, wenn |B| < 1. Dementsprechend ist

KHK(M) := {a € KK(M) | « ist kumulierte Hornklausel}

die Menge der kumulierten Hornklauseln iiber M. O

Wir schreiben zur Vereinfachung A — B, wenn |B| = 1 und A — L, falls
B = (). In diesem Sinne verwenden wir im folgenden A — B mit A € P(M),
B e B(M)uU{L} als kumulierte Hornklauseln.

Die Ableitung von kumulierten Hornklauseln ist besonders einfach:

Hilfssatz 14 Se: ® C B(M), A, BC M. Dann gilt:
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I.8E(A— B) < BC(&(A)
2 6E(A—- 1) < &A) =10
Beweis:

(1) ,=“:Sei X € 8(A),d.h. A C X, alsoauch B C X Somitist B C [&(A).

y<="1 Sei X € & Wenn A € X, dann wird A — B von X respek-
tiert. Wenn A C X, dann gibt es ein ¥ € B(A) mit Y C X. Somit ist
B CY C X, also auch in diesem Fall respektiert X die kumulierte Horn-
klausel.

(2) ,=“: Wenn & die kumulierte Hornklausel A — L respektiert, dann gibt
es kein X € ® mit A C X, also &(A) =0.

»<="“: Wenn &(A) = (), dann gilt fiir alle X € &: A Z X, also respektiert
® die kumulierte Hornklausel A — 1.

a

Damit ist also die Ableitung einer kumulierten Hornklausel aus einer transi-
tivitatsvermeidenden Menge £ C KK(M) in Linearzeit moglich (siehe dazu auch
Algorithmus 8, S. 49). Da es keine Disjunktion in der Konklusion gibt, hat man:

Hilfssatz 15 Fir H C KHK(M) und X C M ist [H(X)| < 1.

Aus dem gleichen Grund ist auch die Berechnung von H(.) in Linearzeit
moglich (siehe auch Bemerkungen zu Algorithmus 9, S. 51). Weiterhin ergibt
sich eine interessante Zuordnung zwischen den kumulierten Hornklauseln und
den Pseudomodellen:

Hilfssatz 16 Sei H C KHK(M). Wenn P € PMod(H), und o € H mit P £ «
dann PMod(H)\{P} | o, d.h. o wird von héchstens einem Pseudomodell nicht

respektiert.

Beweis:  Indirekt. Angenommen P, Q € PMod(M) mit P # @ repektieren
o € H nicht. Sei A die Pramisse von «. Dann ist A C P und A C (), also
ACPNQ=:5.

Wir zeigen jetzt indirekt P € (): Angenommen es wiare P C (). Wenn o =
(A — 1), dann gébe es kein Modell X' O P und somit ware ) kein Pseudomodell.
Wenn a = (A — B), dann gilt fiir jedes Modell X mit P C X auch B C X, somit
X € @, auch in diesem Fall wire ) kein Pseudomodell. Analog folgt ) Z P.

Somit ist S # P, S # (). Nun zeigen wir, daf S ein Pseudomodell ist. Offenbar
S ist kein Modell von H, da S « nicht respektiert.
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Sei T' C S ein Pseudomodell. Auf jeden Fall gibt es Modelle X D T'. denn
sonst wiaren P und ) keine Pseudomodelle (da 7" C P, Q). Fiir alle Modelle
X D T gilt aber Hypin(T) € X, und da T' C P, ist Hpin(T) C P, analog folgt
Hmin(T) C Q, also Hpin(T) C S.

Somit ware S ein Pseudomodell von ‘H. Das kann aber nicht sein, denn: Wenn
a = (A — 1), dann gibt es kein Modell X O S und somit wiaren P und @ keine
Pseudomodelle. Wenn a = (A — B), dann gilt fiir jedes Modell X mit 5 C X
auch B C X, also X € P und X ¢ (), auch in diesem Fall wiaren P und @ kein
Pseudomodell.

Also muf} die Annahme falsch sein. Da es zu jedem Pseudomodell eine kumu-
lierte Hornklausel geben muf, die nicht respektiert wird, bleibt nur, daf§ es nicht

P und @) zugleich geben. O

Hieraus folgt unmittelbar ein Basissatz fiir kumulierte Hornklauseln, wie er
auch fiir Implikationen gilt:

Satz 8 Sei H C KHK(M). Dann ist
M) > | PMod(#)]

Diesen Sachverhalt macht man sich folgendermafen klar: Zu jedem Pseudo-
modell P muf} es eine kumulierte Hornklausel geben, die verhindert, dafl P ein
Modell ist. Der vorhergehende Hilfssatz besagt, dafl dazu fiir jedes Pseudomodell
eine andere solche kumulierte Hornklausel verwendet werden muf.

Es soll hier trotzdem noch ein zweiter Beweis angegeben werden, der auf
Zuriickfithrung auf den Basissatz fiir Implikationen beruht.

Beweis:  Wenn Mod(H) = 0, dann ist [H| > 1 und PMod(H) = {0}. Ansonsten
definieren wir zu H eine entsprechende Implikationenmenge und kénnen fiir diese
den Basissatz fiir Implikationen verwenden. Sei

M = MU{x}, (x¢ M)
- {A—>B (A—>B)€H}

U{A%(MU{*})‘(A%L)EH}
U{{*}—>M}.

Dann gilt:
o [H'|=T[H[+1.

e Mod(H') = Mod(H)U {M U {+}}, denn:

Sei X € Mod(H'). Falls x € X, dann ist X = {*}UM. Wenn jedoch * ¢ X,
dann wird ‘H von X respektiert, also X € Mod(#H).

Wenn X € Mod(H), dann wird H von X respektiert und somit auch H’,
also X € Mod(H'). {*} U M respektiert H' ebenfalls.
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e PMod(H') = PMod(H) U{N U {*}} mit

N := Hpin(0), denn:
Nach obiger Aussage ist Mod(H) N P(M) = Mod(H') N P(M). Da fiir
die Definition, ob ein P C M ein Pseudomodell ist, nur Mengen herange-
zogen werden, die Teilmengen von P sind, ist auch PMod(H) N P(M) =
PMod(H') N P(M).

Wenn N = (), dann ist {*} ein Pseudomodell von H'. AuBler {+} kann es
keine weiteren Pseudomodelle von H' geben, die % enthalten, da M U {*}
das einzige Modell ist, das * enthélt.

Im Fall N # () ist () ein Pseudomodell von H und H'. Daher kann es keine
weiteren Pseudomodelle P C N geben. Fiir alle Pseudomodelle P mit « € P
ist ) € P und damit N C P. Deshalb ist N U{*} ein Pseudomodell von H'.
Es kann aber auch keine gréfleren Pseudomodelle geben, die * enthalten,

da M U {x} das einzige Modell ist, das * enthalt.

Nach [GW96, S. 84, Hilfssatz 25] mufl es mindestens so viele Implikationen in
H' geben wie Mod(H') Pseudoinhalte hat. Die Pseudoinhalte von H' sind jedoch
genau die Pseudomodelle. Also ist |H'| > | PMod(#')| und daher |H| = |H'|—1 >
| PMod(H')| — 1 = | PMod(#)|, somit |H| > | PMod(#')|. O

Daher ist fiir kumulierte Hornklauseln die Menge B nicht nur nichtredun-
dant, sondern auch minimal.

12 Ableitung von kumulierten Hornklauseln

Mitunter interessiert man sich nur fiir die kumulierten Hornklauseln, die aus einer
Menge von kumulierten Klauseln folgen, also fiir KHK(M )NL* zu einer gegebenen
Menge £ C KK(M). Sicher erhdlt man diese Menge, indem man zunéchst £*
bildet und dann nur die kumulierten Hornklauseln zulafit. Es geht aber auch
mit geringerem Aufwand. Dazu fithren wir einen weiteren Ableitungsbegriff ein.
Anschlielend zeigen wir, wie man ein Erzeugendensystem fiir die kumulierten

Hornklauseln einer Theorie Th(®) finden kann (& C B(M)).

Satz 9 Sei L C KK(M) abgeschlossen beziiglich

(H1). Identitit:
(A= A)e L firACM.
(H2). Prdmissenerweiterung:
Wenn (NA = Ve AB) € £, dann (NAUC — /gy AN B) € L
fir C C M.
(H3). Unerfillbare kumulierte Hornklauseln:
Wenn (A — L)€ L, dann (A — B) € L fir BC M.
(H}). Substitution:
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Wenn (NA = Ve AB), D€ B und (AUD — C) € L, dann

Wenn (NA = Vpea AB), D € B und (AUD — 1) € L, dann

(ANA = Viemm ADB) € L.

Dann gilt LN KHK(M) = £* N KHK(M).

Beweis:  Wir miissen zeigen, daf alle kumulierten Hornklauseln aus £* schon in
L sind.
Seialso (X = Y)e L (X CM,Y € B(M)U{L}). Zunichst bilden wir wie in

Beweis von Satz 1 eine Folge von Teilmengen von B(M):
{X} — %0, %1, %2, ceey %n

nach folgender Bildungsvorschrift: Gibt es ein Z; € X; das eine kumulierte Klausel
(ANA = Vpen A\ B) € £ nicht respektiert, dann

X=X\ {Z}u [ J{BUZ}.
Bes
Das Verfahren bricht ab, wenn %, = L.

Sei nun X := [ L(X). Wir zeigen jetzt, daB fiir alle Z € X; folgendes gilt:
Wenn L(Z) # 0, dann ist (Z — X) € L, ansonsten (Z — L) € L. Der Beweis
erfolgt durch Induktion von X, nach Xy:

Induktionsanfang: Wenn L£(X) = 0, dann X, = 0. Andernfalls gibt es nach
Hilfssatz 8 fiir jedes Z € X,, ein V € L(X) mit V C Z und somit X C Z. Nach
(H1) ist (X — X) € £, mit (H2) folgt (Z — X) € L.

Induktionsschritt: Fir X;41 gelte die Behauptung. Es ist

X1 = X\{Z}u |J{BUZ}, also
BeB
X, © XimU{Zi}.

Fiir die Elemente von X, gilt die Behauptung nach Induktionsvoraussetzung.
Also muf} die Behauptung nur noch fiir Z; gezeigt werden. Dazu betrachten wir
die zur Bildung von X;;; herangezogene kumulierte Klausel A A — \/ g A\ B:
1. Fall: L(Z;) # 0.

Dann ist B # () und es gibt es B € B mit L(Z; U B) # (.

ANa—=\/ A\B

BeB

Nzi—-\ \B (da A C Z; (H2) )

Be®B
Z;UB— Xoder Z,UB — | (Be®B) (daZ;UBE€Xiq1)
Zi X (|B|mal (H4))
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2. Fall: L(Z;) = 0.
Dann ist £(Z; U B) = 0 fir alle B € *B.

ANa—=\/ A\B

Bes
Nzi—-\ \B (da A C Z; (H2))
Bes
Z;UB — 1 (BE%) (daZZ'UBE.%H_l)
Z; = 1 (]%B|mal (H4))

Also erfiillt X; ebenfalls die Induktionsbehauptung.

Da Xo = {X}, erfilllt auch X diese Bedingung. Wenn £(X') # () dann ist also
(X — X) € L. Nach Hilfssatz 14 ist dann Y C X. Da nach (H1) (Y — Y) € L,
folgt mit (H2) (X — Y) € £ und mit (H4) ist dann (X —Y) € L.

Falls £(X) = 0, dann (X — L) € £. Wenn nicht schon ¥ = L, dann folgt
(X = Y) € L aus (H3). O

Der Vorteil der Ableitungsregeln (H1)—(H4) gegeniiber (K1)—(K4) besteht dar-
in, dafl die Anzahl der Konklusionsmengen in den kumulierten Klauseln nicht
grofler werden kann. Die ARMSTRONG-Regeln sind Spezialfille von (H1) — (H4)
und diese wiederum sind Spezialfille der Ableitungsregeln (K1) — (K4). Bezeich-
ne (.)* den Abschluf beziiglich der ARMSTRONG-Regeln und (.) den Abschluf
beztiglich (H1) — (H4). Dann ist

ccrrtcc? crr, L CKKWM) .
Man hat also 3 gestaffelte Ableitungskalkiile.

Um eine erzeugende Menge fiir KHK(M) N £* zu finden, kann man einen
Algorithmus verwenden, der dem zur Findung der Basis aus kumulierten Klauseln

sehr dhnelt. Zu & C P(M), sei

H(6):={e|eC®, ¢£0}
das zugehorige Hiillensystem.

Hilfssatz 17 Fir & CP(M) und a € KHK(M) gilt
HE) EFa — &Fa.

Bewess:

»—": Es ist & C (&), wenn also H(®) |= o, dann auch & |= a.

L= Sel & = a.

1. Fall: o = (A — 1),

d.h. es gibt keine X € & mit A C X. Dann kann es auch kein Y € §(®)) geben
mit ACY,daY =J€, € C &. Also wird a von H(®) respektiert.
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2. Fall: o = (A — B),
dann B C ((B(A). Da fir alle Y € (&) und A C Y stets (|B(A) C Y und
damit B C Y, gilt H(®) = a. O

Da die Menge $(®) alle Schnitte von & enthilt, ist firx X C M immer
159(&)(X)| < 1. Somit besteht BY®) nur aus kumulierten Hornklauseln und er-
zeugt so alle kumulierten Hornklauseln, die in $(®) und damit auch in & gelten.
Diese Menge ist nach Satz 8 beziiglich der kumulierten Hornklauseln auch mini-
mal, B9®) verdient also wirklich den Namen Basis.

Analog zum Algorithmus zur Bestimmung der Basis aus kumulierten Klauseln

ergibt sich der Algorithmus zur Bestimmung einer Basis der kumulierten
Hornklauseln von Th(®) fiir & C P(M).
Zu Anfang setzt man H := (). Man ermittelt nun nacheinander in lektischer
Reihenfolge, beginnend beim kleinsten, alle Modelle von H. Sobald fiir eines
dieser Modelle X nicht X = (&(X) gilt, wird die kumulierte Hornklausel
(X = N&(X)) (wenn &(X) #£ 0) bzw. (X — L) (wenn &(X) = 0) zu H
hinzugefiigt, und die Berechnung der Modelle wird mit der vergréBerten Menge
‘H fortgesetzt.

Auf diese Weise wird H schrittweise erweitert. Wenn schliellich alle Modelle
berechnet sind, ist H ein Erzeugendensystem der kumulierten Hornklauseln der
Theorie von &.

Die Richtigkeit des Algorithmus folgt aus dem Algorithmus zur Bestimmung
von B® und aus Hilfssatz 17.

13 Optimierte Algorithmen

Im folgenden Kapitel werden noch einmal die wichtigsten Algorithmen der vor-
angegangenen Abschnitte in optimierter und detailierter Form vorgestellt. Dabei
werden sie auch hinsichtlich ihres Aufwandes untersucht.

Die ersten beiden Algorithmen befassen sich mit der Berechnung von L(.)
bzw. Lin(.). Der Aufwand dieser Algorithmen héngt stark von der Anzahl der
Konklusionsmengen der einzelnen kumulierten Klauseln ab und ist nicht poly-
nomial. Die folgenden beiden Algorithmen geben zwei Moglichkeiten an, &(.) zu
ermitteln. Danach sind drei Algorithmen angegeben, die sich mit der Bestim-
mung von Mod(£) und B® befassen. Da sie den zweiten Algorithmus verwenden,
sind auch diese Berechnungen nicht polynomial. Algorithmus 8 ermittelt £° in
linearer Zeit. Damit kann fiir transitivitatsvermeidende Mengen L(.) berechnet
werden (siehe Abschnitt 9). Der letzte hier angegebene Algorithmus testet die
Erfilllbarkeit einer Menge H von kumulierten Hornklauseln und kann auch zur
Berechnung von H(.) verwendet werden. Auch hier ist der Aufwand linear.

Zur Angabe der Komplexitidten der Algorithmen ist es notwendig, die Mengen
kumulierter Klauseln gréflenméfig zu erfassen. Dazu definieren wir:
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Definition 15. Sei o = (A A = \/ge A B) € KK(M), dann ist
o(a):=|A[+ ) |B|.

Bes
Als Erweiterung fiir £ C KK(M) sei
o(L):= Za(oz) :

aEl

0

Zum Beispiel hat der Test, ob X C M ein Modell von £ ist, offensichtlich den
Aufwand O(o(L)).

In einigen Féllen hangt die Komplexitit stark davon ab, wieviele Konklusi-
onsmengen die einzelnen kumulierten Klauseln haben. Wir definieren daher eine
weitere MaBgrofe fiir £, die dies erfafit:

Definition 16. Sei £ = {ay, ay,...,ar} € KK(M) mita; = (A A = Vgem. A B).
Dann sei
(L) = 14+ [B1| + |By] - [Ba| + [B1| - [Ba| - [Ba] + ...
B [Bof - [B
wobei [By| > B3] > |Bs| > ... > B8] .

Hilfssatz 18 Fir L C KK(M) und a = (ANA =\ ge A B) € L gilt:
14 ] w(L) {a) < (L)
2 18] 4+ 7(£\ {a}) < 7(L).
3. (L) < [M]- ([£] + 7(L)).
4. Fiir alle X C M gilt |£(X)| < 7(L)|.

Diese Aussagen lassen sich leicht nachpriifen. Die Grofie 7(.) ist sicher etwas
unhandlich. Viele der folgenden Aussagen lassen sich auch mit anderen entspre-
chenden Mafigroflen fiir £ aufstellen, z.B.

p(L):= [TUmil+1)
a €L
Die Giiltigkeit dieser abgewandelten Aussagen folgt dann in der Regel einfach
aus der Tatsache, dafl 7(L) < p(£) fiir alle £ C KK(M).

Um im folgenden auf die Elemente linear geordneter Mengen zugreifen zu
kénnen, verwenden wir das Befehlspaar first_in, next_in, und zwar folgenderma-
Ben: firstn und nextan sind boolesche Funktionen. Dabei weist firstan(x, X)
der Variable x den kleinsten Wert aus der Menge X zu und liefert true, wenn
X # (), ansonsten ist das Ergebnis false. next_in(x, X) ersetzt = durch das
néachste Element von X und liefert true, sofern ein solches = in X existiert, sonst
false.



13 OPTIMIERTE ALGORITHMEN 41

13.1 Berechnung von L(.)

Der folgende Algorithmus verwendet die Mengen X und g), wobei ) stets lek-
tisch geordnet ist. Neue Elemente werden also nicht einfach hinzugefiigt, sondern
eingeordnet. Weiterhin wird jedem Element Y € 2) eine Menge old KK[Y] von
Indizes kumulierter Klauseln zugeordnet (d.h. bei der praktischen Realisierung

sollten die Elemente von Q) besser Paare (Y, old KK[Y]) sein).

Algorithmus 1:

Input: L ={ay,a9,...,a;} CKK(M), wobei a; = (A Ai = Vew. A\ B),
XCM

Output: L(X)

for all + € M do begin
contain|z] := (05
for i :=1 to [ do
if © € A, then contain[x] := contain]z] U {i};
end;
X:=0;
Y :={X}; oldKK[X] := 0
while first_in(Y,2)) do begin
KKused := false;
applying KK = L\ <Ux¢Y contain[:z;]);
applying KK := applying KK \ old KK'[Y];
if firstan(i, applying KK') then
repeat
old KK [Y] := old KK[Y] U {i}
if Y £ o; then begin
KKused := true;
for all B € *B; do begin
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9 :=9PU{YUBE
oldKKY U B := old KK [Y]
end;
end
until KK used or not next_in(i, applying KK );
=D\ {V}
if not KKused then X :=XU{Y};
end;
L(X):=% o
Effektivitit:

Dieser Algorithmus beruht aussschlieBlich auf dem Hilfssatz 8. Die Elemente von
X werden in lektisch aufsteigender Reihenfolge hinzugefiigt, auf diese Weise ist
L(X) automatisch lektisch geordnet.
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Komplexitit:

Die Schleife (1)—(5) wird |M|-mal durchlaufen, die Schleife (3)-(4) jeweils [-mal,
der Aufwand in Zeile (4) ist konstant. Also ist der Aufwand fiir die Berechnung
der contain[z] insgesamt O(|M]| - 1).

Die Frage, wie oft die Schleife (8)—(25) durchlaufen wird, ist etwas schwieriger
zu beantworten, denn dies hingt stark davon ab, wieviele Konklusionsmengen die
einzelnen kumulierten Klauseln haben. Bezeichne S(£) die Anzahl der Durchlaufe
der Schleife (8)—(25) bei der Berechnung (in Abhéngigkeit von L).

Behauptung: S(L) < (L)

Beweis: Durch vollstandige Induktion {iber |L|.

Induktionsanfang: Wenn £ = (), dann wird die Schleife genau einmal durchlaufen,
m(0) = 1, stimmt.

Induktionsschritt: Betrachten wir den ersten Durchlauf der Schleife: Es ist dann
P9 = {X}. Wenn es kein o; € L gibt, das X nicht respektiert (Zeile 15), ist
L(X) = {X} und Algorithmus durchlauft die Schleife nur einmal, 1 < 7(£)
stimmt.

Sei nun a; € L, Y = X F o; (Zeile 15). Wenn |B;| = 0, dann gibt es
ebenfalls nur einen Durchlauf. Ansonsten erzeugt «; genau |®B;| Mengen in 9).
Loq :={a; | j € oldKK[X]} ist die Menge der kumulierten Klauseln, auf die X
schon getestet wurde. Es ist auch «; € L,4. Die Verwendung von old KK sorgt
dafiir, daB fiir die neuen Mengen in X nur noch mit £\ £,;4 gearbeitet wird, also

S(L) = 1+(Bi]-S(LN\ Loa)
< 14 9B| - 7(LN\ Lowa) (Induktionsvoraussetzung)
< 1+Bi - 7(L\ {ai})
< 7(L).

a

In den Zeilen (9)—(12) hat die Berechnung von applying KK den grofiten Auf-
wand (Zeile 10), und zwar O(|M]| - 1), also insgesamt O(n(L) - |[M| - 1) fiir diese
Zeilen.

In einem Durchlauf der Schleife (8)—(25) wird die Schleife (13)—(22) hochstens
[-mal durchlaufen. Deren Inneres hat die Komplexitat O(|B;|-|M|) (Zeile 15, 18)
bzw. O(|B;] - 1) (Zeile 19), also insgesamt O(|B;| - (|M| + {)). Man konnte jetzt
I?B;| < max{|®Bi| | ar € L} abschitzen, und erhielte fiir diese Zeilen insgesamt
O(m(L) -1 -max{|B;| | a; € L} - (|M]|+1)}), es ist aber auch eine differenzierte
Abschatzung moglich: Sei ¥(L) die Summe der |B;] iiber die gesamten Durchlaufe
der Schleife (13)—(22).

Behauptung: (L) < w(L)

Beweis: Durch vollstandige Induktion {iber |L|.

Induktionsanfang: Wenn £ = (), dann wird die Schleife iiberhaupt nicht durch-
laufen, 0 < 1 = 7(0), stimmt.
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Induktionsschritt: Betrachten wir den ersten Durchlauf der Schleife. Es ist dann
Y = X. Wenn es kein a; € £ gibt, das X nicht respektiert (Zeile 15), ist
L(X) = X und Algorithmus durchlauft die Schleife | applying KK |-mal, d.h.
N(L) =2 icapplyingirc 1 Bil < Eaje,c I?B;| < m(L). In diesem Fall gilt die Behaup-
tung.

Seinun o; € L, mit X =Y £ o Log :={o; | j € oldKK[X]} ist die Menge
der kumulierten Klauseln, auf die X schon getestet wurde. Es ist auch «; € L,4.
Wenn |B;| = 0, dann bricht der Algorithmus nach dem Test von «; fiir diese
Menge X ab, also X(L) =37, e, 1B <32, e B[ < 7(L).

Wenn [*B;| # 0, dann erzeugt die Anwendung von «; genau |B;| Mengen in
X. Die Verwendung von old KK sorgt dafiir, daB fiir die neuen Mengen in X nur
noch mit £\ L,y gearbeitet wird, also

S(L) = Y 1B +(Bil - XL\ Low)
oy €Lo1d
< Z 1B + |2 - (LN Low) (Induktionsvoraussetzung)
oy €Lo1d

< Y B+ 7L\ Loa) U{ai})
aj€Lga\{ai}
< 7(L).
O
Also ist der Aufwand der Zeilen (13)—(22) insgesamt O(7w(L)-(|M|+1)). Somit

ergibt sich als Komlexitit fiir den gesamten Algorithmus
O(1M]-1) +0(n(c)- M| 1) +O(n(£) - (M| +1)
- O<|M| - w(£)>
also
o(In]- 12| 7(£)) .

Es gibt aber noch eine andere Variante, um die Anzahl der Durchldufe der Schlei-
fe (8)-(25) abzuschéatzen: Aus ) wird in jedem Durchlauf das lektisch kleinste
Element Y entfernt (Zeile 23) und es werden nur lektisch grofiere Menge zu %)
hinzugefiigt (Zeile 18). Also wird Y bei jedem Durchlauf echt grofer, somit ist
die Anzahl der Durchlaufe auf B(M )| begrenzt. Dies kann bei grolen Anzahlen
von Konklusionsmengen deutlich weniger sein als m(L).

Mit dieser Abschéitzung erhalt man fiir den Aufwand

O(1M]-1) + O(IB(M)]| - |a] - 1)
+O(IBOM)] -1 max]|Bi] | o € £} (1M +1)})
= O(IB(M)| - - max{|%B:| | o € £})
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also
O(IBOD)| - [£] - max{|Bi| | o € £}) .

Betrachten wir zum Schlufl noch den trivialen Algorithmus: Dabei wird einfach
fir alle Y € M mit X C Y getestet, ob Y | £ und anschlieBend werden
die minimalen Elemente ermittelt. Der erste Teil hat dabei somit den Aufwand
O(B(M \ X)|-o(L), der zweite Teil O(|B(M \ X)|- |L(X)|-|M]). Damit ergibt

sich insgesamt

O(BM A\ X)| - (o(£) + [£(X)] - [M])) < O(IBM)] - [M] - ([£] +7(L)) -

13.2 Berechnung von L,,;,(.)

Der folgende Algorithmus verwendet die Menge ¥), die stets als lektisch geord-
net verstanden werden soll. Es wird wieder jedem Y € 9) ein oldKK[X] C L
zugeordnet.

Algorithmus 2:

Input: L ={ay,ay,...,a;} CSKK(M), wobei a; = (A Ai = \gew. A\ B),
XCM

Output: Lpin(X)

for all + € M do begin

contain|z] := (05
for : to [ do
if © € A, then contain[x] := contain]z] U {i};
end;
Y :={X}; oldKK[X] := 0
repeat

KKused := false;
if not first_in(Y,Q)) then begin

Y = 0; applying KK := ()
end else begin
applying KK = L\ <Ux¢Y contain[:z;]);
applying KK := applying KK \ old KK[Y]
end;
if firstan(i, applying KK') then
repeat

oldKK[Y] := old KK[Y]U {:}
if Y £ o; then begin
KKused := true;
for all B € *B; do begin

9 :=PU{Y U Bk
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(22) oldKKY U B := old KK Y]

(23) end;

(24) end

(25) until KK used or not next_in(i, applying KK );
(26 V=D\{V}

(27) until not KKused;

(25)

Emzn(X) =X m]

Effektivitit:

Daf dieser Algorithmus tatséchlich L, (X)) liefert, ist relativ einfach einzusehen;
er ist eine leichte Abwandlung von Algorithmus 1. Es gilt stets VU € £(X) 3V €
Y : V CU, also V < U. Das letzte Y in Zeile (28) ist lektisch minimal in )
und respektiert £, d.h. Y € L£(X) und YU € L(X) IV € 9P : V < U, also
Y <V <U. Daher ist L, (X) =Y.

Komplexitit:
Der Aufwand ist derselbe wie bei Algorithmus 1, also

O<|M| - |,C|-7T(,C)> .

13.3 Berechnung von &(.), direkt

Der folgende Algorithmus verwendet die Menge X ungeordnet.

Algorithmus 3:
Input: & CP(M), X CM
Output: &(X)

X =0
if first_in(Y,®) then
repeat
if X CY then begin
stop := false;
if first_in(Z,X) then
repeat
if Z CY then stop := true;
if 72DV then X:=%X\{Z};
until stop or not next_in(7,X);
if not stop then X :=X U {Y'};
end;
until not next_in(Y, ®);
G(X):=X%X o
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Effektivitat:
Dieser Algorithmus ist lediglich eine algorithmische Darstellung der Definition
von B(.). Wenn & lektisch aufsteigend geordnet ist, kann die Zeile (9) entfallen.

Komplexitit:

Wir geben die Komplexitét fiir den Fall an, dal & lektisch aufsteigend geordnet
ist. Dies spielt fiir den Algorithmus keine Rolle, wohl aber fiir den Aufwand. Die
Schleife (2)—(13) wird |&|-mal durchlaufen, der Vergleich in (4) hat den Aufwand
O(|M|). Da nach obiger Bemerkung die Zeile (9) entfallen kann, wird die Menge
X immer nur vergroflert, also wird die Schleife (6)—(10) bei einem Durchlauf
von (2)—(13) hochstens |&(X)|-mal durchlaufen. Deren Inneres hat den Aufwand
O(|M|). Somit belauft sich der Gesamtaufwand auf

O(l&] - 1&(X)| - [M]) < O(|8* - |M])
(O(|&|*-|M]) ist auch der Aufwand des Algorithmus mit unsortierter Menge &).

13.4 Berechnung von &(.), Sieb des Eratosthenes

Der folgende Algorithmus verwendet die lektisch geordnete Menge 7).

Algorithmus 4:
Input: & CP(M), X CM
Output: &(X)

(1) 9 :=&; X := 0

(2) if firstein(Y,9) then

(3) repeat

(4) if X ZY then 9 :=9\ {V};

(5) until not next_in(Y,Q);

(6)  while first_in(Y,2)) do begin

(7) while nexzt_in(Z,9) do

(8) if Y C 7 then 9 =P\ {7};

(9) X:=XU{Y};

(10) end;

(11) &(X):=X% o

Effektivitat:

Nach den Zeilen (1)-(5) ist 9 = X1 und damit &(X) = minc (). Fir das
kleinste Element Y € Q gilt YV ¢ 7 fir Z € 9, also Y € &(X). Auerdem ist
Z ¢ B(X) fir Y C 7, diese Mengen konnen aus ) entfernt werden. In der neuen
Menge %) gibt es wieder ein kleinstes Element Y7, fiir das Y’ ¢ Z fiir Z € )’
und YV <Y Y €Y' Also V' € B(X), usw.

Komplexitit:
Der Aufwand ist wie bei Algorithmus 3

O(|8] - [8(X)] - [M]) < O(|&[* - [M]) .
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13.5 Berechnung von X ¢ i, so dafl i maximal beziiglich
X< XD

Im folgenden sei 0.B.d.A. M = {1, 2, ...n} und My := {k, k+ 1, ...n} fur
ke M.

Algorithmus 5:
Input: L ={ay,ay,...,a;} SKK(M), wobei o; = (A Ai = Ve, AB), X CM
Output: (X @1, 1), so daB ¢ maximal beztiglich X < X @ 1 ist, bzw. (0,0), wenn

es kein solches 7 gibt.

for alli e M\ X do
Llj] = 05
for all o; € L do begin
if not first_in(k, A;\ X) then k:= |M]|;
for i :=1 to k and 7 ¢ X do begin
X:=0;
forall B € %B; do
if BC M;UX then X:=XU{BnNM,};
Lli] == LETU A A O My = Veex NOYs
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) end;

) end;

) ii= M|+ 1

) repeat

) ii=1—1;

) if i ¢ X then begin

) Y= (X M) O {k

) Y = (L[t]min)(Y); (Verwendung von Algorithmus 2)

) end;

) until Y £ 0 or i = 1

) if Y = then i := 0;

) (X @i, 0):=(Y, ) o
Effektivitat:

Dieser Algorithmus beruht auf dem Hilfssatz 8. Die Einschrénkung auf die ver-
schiedenen Klauselmengen gewihrleistet, daf fiir Y € Mod(L[i]) stets X <; YV
und Y | £ gilt. Auf diese Weise wird der Aufwand beim Berechnen von L,,;,
verringert.

Komplexitit:

Der Aufwand der Zeilen (1)—(2) ist O(|M]). Die Schleife (3)—(11) wird [-mal
durchlaufen, der Aufwand der Zeile (4) ist O(|M]). Die Zeilen (5)-(10) werden
fiir jedes «; € L hochstens |M|-mal durchlaufen, somit ist der Aufwand fiir die

Zeilen (6), (7) und (9) insgesamt O(I - |M?).
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Die Zeile (8) wird fiir jedes B € 8, (i = 1 ...1) hochstens |M|-mal durchlau-
fen, der Aufwand betragt dabei jeweils O(|B|). Damit ergibt sich also O(|M]| -
S e, B,

Die Schleife (13)—(19) wird hochstens | M|-mal durchlaufen, den groften Auf-
wand in ihrem Inneren hat die Zeile (17) mit Berechnung von L[i];:,(Y) mit
O(IM;| - |L]7]| - |w(L[:])]) (siehe Algorithmus 2). Diese Werte lassen sich sehr
schlecht abschétzen, auf jeden Fall gilt aber |L[¢]| < |£]| und |7 (L[:])] < |7(L)].
Somit hat der zweite Teil des Algorithmus einen Aufwand von O(|M|?*-|L|-|7x(L)]).
Damit ergibt sich insgesamt

l

O(IM) + 00 M)+ 0(1M]- 30 3 1BI) + O(ME - [£] - [=(£)])

i=1 BeB;

Aus Hilfssatz 18 (2.) folgt Ei’:1 > B,
fiir den Algorithmus 5

B| < |[M|-w(L), also ist der Aufwand

O(|M*- L] - [=(£)]) -

Dies ist leider auch der Aufwand des entsprechenden trivialen Algorithmus, bei
dem man einfach fiir alle © € M die Menge A & ¢ berechnet. Fiir kleine Mengen
diirfte Algorithmus 5 trotzdem giinstiger sein.

13.6 Berechnung von Mod(£)

Algorithmus 6:
Input: L CKK(M)
Output: Mod (L)

(1) x:=0;
(2) A= Lnin(0);
3 1 = L then 1 :=1 else 1 :=0;
(3) if AE L then: Ise i ;
(4)  while 7 # 0 do begin
(5) X:=XU{A}
o) (A®,9), wenn 30 mazimal beziglich A < AD i
O a={ g e ,
(Verwendung von Algorithmus 5)
(7)  end;
(8)  Mod(L) := X; O
Effektivitit:

Es handelt sich hierbei lediglich um eine exaktere Fassung des Algorithmus aus

Abschnitt 6.
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Komplexitit:
Im wesentlichen besteht der Algorithmus aus | Mod(L£)| Aufrufen des Algorithmus
5. Daher der Aufwand dieses Algorithmus

O(|M]* - 1£] - |=(L)] - [Mod(L)]) -

Der triviale Algorithmus, bei dem einfach fiir alle X C M getestet wird, ob
X E L, hat den Aufwand O(|B(M)]| - o(L)).

13.7 Berechnung von Th(®)

Algorithmus 7:
Input: & CPB(M)
Output: £ C KK(M) Erzeugendensystem fiir Th(®)

(1) L£:=0; A:=10;
(2) repeat
(3) if A¢ & then £:=LUa%;

o) (A®,9), wenn 30 mazimal beziglich A < AD i
(4) (A1) = { (0,0), sonst )

(Verwendung von Algorithmus 5)

(5)  until ; = 0; O
Effektivitit:

Es handelt sich hierbei lediglich um eine exaktere Fassung des Algorithmus aus

Abschnitt 8.

Komplexitit:
Eine gute Abschatzung anzugeben ist hier relativ schwierig, da man die Werte
fiir £ schlecht erfassen kann. Der Form halber soll hier eine grobe Abschéatzung
angegeben werden.

Die Schleife (2)—(5) wird hochstens |&| + | PMod(®)| mal durchlaufen. Au-
Berdem ist |[£] < |PMod(®)].

Uber 7(£) kann man noch weniger sagen. Sei #(®) die maximale Linge ei-

ner Antikette in &. Dann gilt die grobe Abschitzung O(m(L)) < O(r(®)1).

Insgesamt ergibt sich so ein Aufwand von

O((|®] + | PMod(8)[) - [M[* - | PMod(®)] - (&) M) .

13.8 Berechnung von £°(.)

Algorithmus 8:

Input: L ={ay,ay,...,a;} CSKK(M), wobei a; = (A Ai = \gew. A\ B),
XCM

Output: L°(X)
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X =0
holdsInl := true; isEmpty := false;
1= 1;
while ¢ <[ and not 1sEmpty do begin
if A; C X then begin
Y = 0
holds := false;
if not first_in(B,B;) then
1skEmpty := true

DO DN DN — — = = = b b = O 00~ O O e W

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10) else

(11) repeat

(12) if X C B then 9:=9U{B};
(13) if X D B then holds := true;
(14) until holds or not next_in(B,B;);
(15) if not holds then begin

(16) holdsInL := false;

(17) X:=XU9;

(18) end;

(19) end

(20) =il

(21) end;

(22) if holdsInL then X := {X};

(23) Lo(X):=X o
Effektivitat:

Dieser Algorithmus verwendet lediglich die Definition von £°(.). Die Variable
1sEmpty darf nur verwendet werden, wenn £ transitivitdtsvermeidend ist.

Komplexitit:

Die Schleife (4)—(21) wird fiir jedes o; € £ hochstens einmal durchlaufen, also
ergibt sich fiir die Zeilen (4), (6)—(10) und (15)—(21) der Aufwand O({). Fiir Zeile
(5) ist der Aufwand dementsprechend O(3.'_, |A;|) und fiir die Zeilen (11)-(14)
o, > Bes, | Bl). Somit ergibt sich insgesamt

0(z)+0(zl:|Ai|)+o<§l: > 18])

i= i=1 BeSB;
und da [ < o(H) (aufler in Trivialfallen), ist der Aufwand fiir Algorithmus 8
O(a(H)) -

13.9 Erfiillbarkeit von kumulierten Hornklauseln

Der folgende Algorithmus ist im wesentlichen eine Erweiterung des Algorithmus

zur HORN-Erfiillbarkeit aus [DG84].
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Es wird wieder jedem m € M eine Menge contain[m] von Indizes kumulierter
Hornklauseln zugeordnet. Auflerdem gibt es zu jedem m eine boolesche Variable
val[m], die an gibt, ob () = m) € H* und zu jeder kumulierten Hornklausel einen
Zéhler numargs, der angibt, fiir wieviele Elemente der Pramisse zum aktuellen
Zeitpunkt val = false ist.

Algorithmus 9:
Input:  H ={oq,09,...,00} CKHK(M), wobei a; = (A —; B;) mit A C M,
BePBM)u{L}

Qutput: consistent := true, wenn H erfiillbar, sonst false

L= {;
for all m € M do begin
contain[m] := (0
val[m] := false
end;
for ¢+ :=1 to [ do begin
numargs(i] := | Ail;
if numargs[i] =0 then £ := LU {i};
for all m € A; do
) contain[m] := contain[m]U {m}
) end;
) consistent := true;
) while first_in(i, £) and consistent do
) if B, = L then
) consistent := false
) else begin
) for all m € B; do
) if val[m] = false then begin
) val[m] := true;
) for all j € contain[m] do begin
) numargs[j] := numargs[j] — 1;
) if numargs[j] =0 then £:=LU{j};
) end;
) end;
L

end; o

e e, e, e, e, e, e, e, o e e e e, e, e, e, e, e, e,

Effektivitit:
Sei X := {m € M | val(m) = true}. Zu Anfang ist X = (). Der Algorithmus
erweitert X schrittweise, bis X = H(0) gilt, denn dann ist H erfiillbar, oder er

auf eine kumulierte Hornklausel in ‘H stéfit, die von X nicht respektiert wird,
dann ist ‘H nicht erfiillbar.
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In £ befinden sich die Indizes der kumulierten Hornklauseln aus H, deren
Préamisse fiir das gegenwértige X erfiillt ist und die noch nicht in der Schleife
(13)—(26) abgearbeitet wurden. In dieser Schleife werden die Elemente der Kon-
klusion einer solchen kumulierten Hornklausel zu X hinzugenommen, sofern sie
nicht schon in X enthalten sind. Weiterhin wird gepriift, ob Pramissen anderer
kumulierter Hornklausel dadurch erfiillt werden, diese werden zu £ hinzugenom-
men.

Wenn £ zu einem Zeitpunkt leer ist, dann X = H, also H erfiillbar.

Komplexitit:

Die Schleife (2)—(5) wird genau | M| mal durchlaufen, ihr Inhalt hat konstanten
Aufwand, also ist der Aufwand fiir diese Zeilen O(|M|). Fiir die Zeilen (7)—(11)
ergibt sich ein Aufwand von 0(25:1 | Ail]).

Die Schleife (13)—(26) wird fiir jedes o; € H hochstens einmal durchlau-
fen. Somit ergibt sich fiir die Zeilen (13)—(16) O(l) und fiir die Zeilen (17)-(18)
O\, |B).

Die Zeilen (19)—(23) konnen fiir jedes m € M hochstens einmal durchlaufen
werden, somit ergibt sich als Aufwand O(}_ .\,(1 + contain[m])) = O(|M] +
> e containlm]) < O(IM| + 321, [Ai]).

Damit ergibt sich fiir den gesamten Algorithmus

o(|M]) + o(ZI: A +0() + o(ZI: B:]) +0(IM] + ZI: A1) |

und da |M| < o(H) und | < o(H) (auBer in Trivialfallen), ist der Aufwand fiir
Algorithmus 9

O(a(H)) -

Nach dem Durchlauf des Algorithmus ist X := {m € M | val(m) = true} das
kleinste Modell von H, sowohl lektisch als auch beziiglich Inklusion. Auf diese
Weise kann man zu einem gegebenen A C M bequem H(A) berechnen: Man
priift, ob H U {(§ — A)} erfiillbar ist. Wenn ja, dann ist H(A) = {{m € M |
val(m) = true}}, ansonsten ist H(A) = (). Der Aufwand dafiir ist O(|A|+0o(H)),

also linear.

14 Einordnung in Komplexititsklassen

Unabhédngig von den vorgestellten Algorithmen kann man die Berechnungen mit
kumulierten Klauseln in die {iblichen Komplexitatsklassen einordnen. Die Frage,
ob eine Menge £ kumulierter Klauseln iiberhaupt erfiillbar ist (KK-SAT), ist
NP-vollstandig. Das Priifen, ob eine kumulierte Hornklausel aus £ ableitbar ist,
ist hingegen coNP-vollstandig. Die Berechnung von L(.) ist coNP-hart. In den
Anwendungen kommen meist nur wenige ,echte® kumulierte Klauseln vor, die
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meisten sind kumulierte Hornklauseln. Es stellt sich daher die Frage, der Ablei-
tung einer kumulierten Hornklausel aus einer Menge kumulierter Klauseln, bei
der die Menge der ,echten® kumulierten Klauseln in gewisser Weise beschrankt
ist. Dieses Problem ist in Polynomzeit losbar.

Problem 1: KK-SAT
Fingabe: £L C KK(M)
Frage:  Gibt es ein X C M, das £ respektiert 7

Satz 10 Problem 1 ist NP-vollstindig.

Beweis:  Ein Algorithmus kann in linearer Zeit ein X C M raten und priifen, ob
L von X respektiert wird; also liegt dieses Problem in NP.

Weiterhin 148t sich SAT auf dieses Problem reduzieren: Sei M eine Variablen-
menge und « eine aussagenlogische Formel iiber M in disjunktiver Normalform,

d.h. (sei M = {m | m € M}):
a=ANAVANAV. VA ACMUMfiri=1.. .k

SAT fragt nun, ob es eine Belegung ¢ : M — {0,1} gibt, so dafl ¢(a) = 1.
Betrachten wir nun die folgende Menge kumulierter Klauseln iiber M’ := M UM:

L= {0 ANAvA\Av.. v AAY
U{d—=mvm|me M}
U{mAm—=0|me M}

und die Frage, ob es ein X’ C M’ gibt, das dieses L respektiert.
Wenn es solch X’ gibt, dann erfiillt die Belegung

@W%Z{Lmex

0, sonst

die Formel a.

Gibt es umgekehrt eine Belegung ¢ fiir M mit ¢(a) = 1, dann respektiert
X" :={m | ¢(m) =1} die Menge L.

Somit kann SAT iiber Problem 1 entschieden werden. Da das Aufstellen von
L in polynomieller Zeit moglich ist, denn M und somit auch £ sind durch die
Grofle von o beschriankt, mufl Problem 1 NP-vollsténdig sein. O

Das Problem KHK-Sat, bei dem man nur kumulierte Hornklauseln betrachtet,
ist linear, da man es mit Algorithmus 9 entscheiden kann. Fiir eine transitivitéts-
vermeidende Menge ist diese Frage ebenfalls linear, da man die Erfiillbarkeit aus

L(0) entscheiden kann.
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Problem 2: Ableitung kumulierter Hornklauseln
Fingabe: L C KK(M), (A — B) € KHK(M)
Frage: Ist (A— B) e L*?

Hilfssatz 19 Problem 2 ist coNP-vollstindig.

Beweis: Ein X C M, das £ respektiert aber nicht A — B, kann erraten und in
linearer Zeit auf diese Figenschaft gepriift werden. In diesem Fall wére A — B
nicht ableitbar, das Problem liegt also in coNP.

Um die Vollstandigkeit zu zeigen, fithren wir das Komplementarproblem von
KK-SAT auf Problem 2 zuriick: Sei £ C KK(M) und wir fragen, ob £ nicht erfiill-
bar ist. Wenn (§ — L) € £, dann ist £ nicht erfillbar, wenn () — 1) ¢ L, dann
ist Mod(£) # 0 und somit £ erfiillbar. Also 148t sich dieses Komplementarpro-
blem iiber die Ableitbarkeit der kumulierten Hornklausel § — L entscheiden. Da
KK-SAT NP-vollstandig ist, mufl Problem 2 somit coNP-vollstandig sein O

Die Ableitung kumulierter Hornklauseln aus einer Menge kumulierter Horn-
klauseln ist nach den Anmerkungen zu Algorithmus 9 linear.

Problem 3: Berechnung von £(.)
Fingabe: L CKK(M), X C M
Frage:  Was ist L(X) 7

Hilfssatz 20 Problem 3 ist coNP-hart.

Beweis: Durch Reduktion von Problem 2 auf Problem 3, denn aus der Kenntnis
von L(A) kann man nach Hilfssatz 14 sofort entscheiden, ob (A — B) € £L*. O

Fiir eine transitivitatsvermeidene Menge L ist dieses Problem jedoch (wie
bereits mehrfach erwahnt) linear. Bei Anwendungen, besonders der Merkmals-
exploration, hat man es gewOhnlich mit Mengen kumulierter Klauseln zu tun,
die hauptsachlich aus kumulierten Hornklauseln bestehen; man hat also nur eine
beschrankte Menge kumulierte Klauseln mit mehr als einer Konklusionsmenge.
Desweiteren wird meist auch nur die Ableitbarkeit kumulierter Hornklauseln ge-
fragt. Dieses Problem ist , gliicklicherweise® in Polynomzeit entscheidbar:

Problem 4: Ableitung kumulierter Hornklauseln bei beschranktem £ C KK(M)
Fingabe: £L C KK(M) mit 7(£) <n, H C KHK(M), (A — B) € KHK(M)
Frage: Ist (A— B) € (LUH)* ?
Hilfssatz 21 Problem /j lif$t sich in

O(IM]- (1] + [H]) - 1))

entscheiden.
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Beweis:  Wir betrachten £ := £ U H als Menge von kumulierten Klauseln.
Da die kumulierten Klauseln aus H hochstens eine Konklusionsmenge haben, ist
(L") < m(cl)-|H| < n|H]|.

Somit ist die Berechnung von £'(A) nach Algorithmus 1 mit einem Aufwand
von

o(Im]-1£ - =(£))
< O(1M]- (I1£]+ M) - nlH])
= O(IM]- (1£1+ 1) - 1M])

moglich und somit das gefragte Problem entscheidbar, denn nach Hilfssatz 14 ist
aus der Kenntnis von L'(A) sofort entscheidbar, ob (A — B) € L. O

Dies ist der bei der Anwendung haufigste Fall, es entstehen meist nur wenige
yechte kumulierte Klauseln.

15 Kumulierte Klauseln und Kontexte

Fin formaler Kontext K := (G, M, I) besteht aus zwei Mengen G (genannt
Gegensténde) und M (genannt Merkmale) sowie einer Relation I C G x M
(,Gegenstand hat Merkmal“) (siehe dazu [GW96]). Solche Kontexte eignen sich
hervorragend zur Reprasentation von Teilmengen von M bzw. von Modellklas-
sen von Mengen kumulierter Klauseln {iber M. Die Gegenstiande g € G werden
dabei mit ihrer Ausprigung ¢’ als Modelle aufgefat. Umgekehrt eignen sich
die kumulierten Klauseln, um die inneren Abhédngigkeiten der Gegensténde eines
Kontextes zu untersuchen. Dazu kénnen Kontexten beschreibende Mengen ku-
mulierter Klauseln zugeordnet werden. Im zweiten Teil des Abschitts werden die
Zusammenhénge zwischen den Kontextkonstruktionen Direkte Summe und Halb-
produkt und den beschreibenden Mengen untersucht. An einem Beispiel werden
diese in Verbindung mit der Skalierung mehrwertiger Kontexte demonstriert.
Zunéchst ein kleines Beispiel zu Kontexten und kumulierten Klauseln generell:

Beispiel 11: (Rotképpchen)
Wir setzen M := {Tier, Mensch, Wohnt_im_Wald, Rote_Kappe}. und verwenden
dafiir die Abkiirzungen {¢,m,ww,rk}. Die Menge kumulierter Klauseln sei:

L= {0 —=t|m), (tm— L) ‘ Ht‘m‘ww‘rk‘
(0 — ww | rk), (ww,rk — 1) | Wolf X X
(rk = m)} Grofimutter X | X
Rotképpchen X X

Als Modelle ergeben sich:
Mod(£) = {{t, ww}, {m, ww}, {m, rk}}
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Eine Menge von kumulierten Klauseln £ C KK(M) nennen wir beschrei-
bende Menge fiir den Kontext (G, M, ), wenn die Modellklasse von £ genau
die Menge der Auspriagungen der Gegensténde G ist, d.h. wenn

VXCM: XEL — Jged:¢g'=X.

Eine solche beschreibende Menge ist z.B.

L= {(NA= \/ Ad)lAcuy,

geAl

diese Menge ist aber in der Regel sehr redundant. Fiir spezielle, hdufiger genutz-
te Kontexte (Elementar- und Standardskalen) werden deshalb in den folgenden
Abschnitten deutlich kleiner beschreibende Mengen aufgelistet.

Betrachten wir zuvor jedoch, wie sich aus den beschreibenden Mengen zweier
Kontexte eine entsprechende beschreibende Menge fiir die direkte Summe und
das Halbprodukt der Kontexte konstruieren 148t. Seien dazu £; C KK(M;) eine
beschreibende Menge von K; = (Gq, My, [;) und £y C KK(Mz) beschreibende
Menge fiir Ky = (Gg, M3, I3). Dabei sei 0.B.d.A. G; NGy =0 und M; N M, =0,
M = M, U M,.

Direkte Summe:
Die direkte Summe ist definiert durch

Ky + Ky := (G U Gy, My UMy, U LU (Gy x My) U (Gy x My)) .
Dazu definieren wir
Lot Ly = ((£1UL)\ {a € KK(M) [ a=(\A—0)})
ULNA= ANM) [(NA—=0) e}
{(NA= \M) [ (\NA—0) € L2}

(
{0 — /\Ml | /\Mz)}
U{(M — L) | My B Ly und My £ L3)}

U
U

Hilfssatz 22 Sei £, beschreibende Menge fiir Ky und Ly beschreibende Menge
fiir Ky. Dann ist L1 4+ Lo beschreibende Menge fiir Ky 4+ K.

Beweis:  Offensichtlich respektieren die Gegenstandsinhalte von K; + Ky die
kumulierten Klauseln in £y + £4. Es ist also nur noch zu zeigen, dafl die Modelle
von L1 4+ L4 auch Gegenstandsinhalte von K; 4+ Ky sind.

Sei X C MiUM; und X | Ly + L,. Wenn X = My U M,, dann gilt My | £y
oder My | L,, also enthalten K; oder K; eine Vollzeile. Somit ist M; U M,
tatsachlich ein Gegenstandsinhalt von K; + K,.
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Ansonsten sei o.b.d. A X N M; # M;. Nach (0 = AM; Vv A\ M) ist dann
M, C X.

Wir zeigen jetzt, dal £; von X N M respektiert wird: Sei « = (A A —
Vees AB) € £1. Wenn B # (), dann ist @ € Ly + £, und somit X [ a,
also (X N M;) E a. Wenn B = (), dann ist (ANA = AMy) € L1 + L3 Da X
diese kumulierte Klausel respektiert und X N My # My, mul A € X sein, also
respektiert X N M; auch in diesem Fall o.

Also wird £4 von X N M; respektiert und ist somit Gegenstandsinhalt von

K;. Daher ist X ein Gegenstandsinhalt von K; + K.
O

Halbprodukt:
Das Halbprodukt zweier Kontexte ist

Kl XKQ = (Gl X GQ,Ml U MQ,V)

g € G, g2 € Gaym € M2 (g1,92)Vm <= g Iim (1 =1,2).

Hilfssatz 23 Sei £, beschreibende Menge fiir Ky und Ly beschreibende Menge
fiir Ky . Dann ist L1 U Ly beschreibende Menge fiir K X K, .

Beweis: Fiir ein (g1,¢92) € G x Gy ist

(91,9)" = g1 Ugs .

Es ist klar, dafl diese Mengen von £, U L4 beschrieben werden und umgekehrt.
O

Diese Eigenschaft ist besonders interessant fiir abgeleitete Kontexte, die durch
Skalieren aus mehrwertigen Kontexten abgeleitet wurden [GW96, S.36]. Wenn die
Skalenkontexte K, Ky, ... K, alle durch Mengen von kumulierten Klauseln £,
Lo, ... L, beschrieben sind, dann repréasentiert £; U Ly U ... U L, das Hinter-
grundwissen des skalierten Kontextes. Dieses verhindert Gegenstandsinhalte, die
keinen Skalenwerten zugeordnet werden kénnen.

Beispiel 12: (Fahrpriifung)
Die drei Merkmale des mehrwertigen Kontextes seien {¢, p, g}, wobei ¢ die theo-
retisch, p die praktische Priifung bezeichnet und ¢ fiir das Gesamtergebnis steht.
Die Merkmale besitzen jeweils zwei mogliche Auspragungen, und zwar b fiir ,,be-
standen® und n fiir ,nicht bestanden®. Die Priifung gilt als bestanden, wenn beide
Teile bestanden wurden. Daraus resultiert unten abgebildeter mehrwertiger Kon-
text.

,Bestanden® und ,nicht bestanden® bilden ein gegensitzliches Paar, man
wiirde also mit der dichotomen Skala (siehe Abbildung unten und S. 62) ska-
lieren. Eine beschreibende Menge dieser Skala fiir das Merkmal « € {¢,p, g} ist
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L, ={0 — 2| 7),(z,T = L)}. Der abgeleitete Kontext sieht dann folgender-
maflen aus:

L ltlrly] HEAEAVANAFAE]
I{n|n|n 1 X X X
2|b|n|n -l 2| x X X
J|n|b|n n X 3 X | X X
41 b|b|b b || x 4 x X X

Mehrwertiger Kontext.  Dichotome Skala. Abgeleiteter Kontext.

Wenn wir nun eine beschreibende Menge fiir diesen Kontext suchen, dann
schriankt das Hintergrundwissen £,UL,UL, die méglichen Zeilenbelegungen schon
auf die 8 von der Skalierung her méglichen Félle ein. Es sind also zusézlich nur
noch kumulierten Klauseln notwendig, die den tatsdchlichen ,, Informationsgehalt
beschreiben. In diesem Fall reichen dazu die beiden kumulierten Klauseln (tAp —
g) und (g — t Ap) (was auch der erwarteten Antwort entspricht: ,Die Priifung ist
dann und nur dann bestanden, wenn beide Teile bestanden sind.“). Die Menge
L={{t,p—9), (9= 1t,p) UL UL,UL, ist also eine beschreibende Menge des
skalierten Kontextes.

16 Basen kumulierter Klauseln fiir Elementar-
skalen

Zum Skalieren von mehrwertigen Kontexten werden héufig sogenannte Elemen-
tarskalen verwendet (Definitionen siehe [GW96, S5.42 ff.]). Wir wollen hier fiir
diese Skalenkontexte beispielhaft die kumulierten Klauselbasen der Gegenstands-
inhalte angeben.

B ist die mit Hilfe von Pseudomodellen erstellte Basis aus Abschnitt 7 und
Ly, die transitivititsvermeidende Menge mit echten Préamissen aus Abschnitt
9. O sei jeweils eine optimale beschreibende Menge, d.h. fiir O ist o(O)
minimal unter den beschreibenden Mengen. Diese Mengen kumulierter Klauseln
kénnen laut Hilfssatz 23 direkt zur Konstruktion einer beschreibenden Menge des
skalierten Kontextes verwendet werden.

Im folgenden sei n :={1,2,...,n}, wobei n € N. Die hier angegebenen Men-
gen und Formeln sind erst ab n > 1 sinnvoll.

Nominalskalen. N,, := (n,n, =)

g {(@_f\/i)}u{(i/\j—u_) i,jEn,i;«éj}

L = o' = g

tv
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Fiir diese Mengen kumulierter Klauseln ist

1B = 1+w o(BM) = p?

Beispiel 13: Wir betrachten Ny:

L J1]2[3]4]
1 x
Ny, = 2 X
3 X
4 X
B = {(0—=1]2]3]4), (1,2—= 1), (1,3 — 1),

(LL4— 1), (2,3—=1), (2,4—1), (3,4 = L)}.

Ordinalskalen. O, := (n,n, <)
Sei M; :={j € ni < j}.

8% = {0 -mu{inn— \my
ey = ool A
oo = {(@—>n)}U{(i—>i—|—1)

¢EnJ<n—@

iEnJ<n}

¢En¢<n—@

Fiir diese Mengen kumulierter Klauseln ergibt sich

B9 = n-—1 o(B%) = 1+ (n=2)(n+7)
2

L2 = n o(L2) = 1+(”_1§”+®

|09 = n—1 o(O%) = 2n -3

Beispiel 14: Wir betrachten Qy:

L [ 1]2[3]4]
1] x| x| x| X
O, = 2 X | X | x
3 X | %
4 X
BY% = {( ), (1,4 —1,2,3,4), (2,4 —2,3,4)}

0 —4
L2 = {(0—=4), (1 —1,2,3,4), (2—2,3,4), (3—3,4)}
0—4), (1—=2), (2—=3)}

59



16 BASEN KUMULIERTER KLAUSELN FUR ELEMENTARSKALEN 60

Interordinalskalen. I, := (n,n, <) | (n,n, >)

Zur Unterscheidung der Merkmale der beiden Teilkontexte verwenden wir die
Symbole <t fiir das Merkmal ,kleiner gleich ¢* und > fiir das Merkmal ,,grofler
gleich :“. Bei den folgenden Kontexten wird mit analogen Bezeichnern gearbeitet.

Sei M = {§Z7 S(l —|— 1), ceey Sn, 21, 22, ceey Zl}.

g = o=\ Ao}

U {AM UL} = 1)
U {AMULs5) = 1)
0

ijEn, <j ¢ M|

ijEmn, 5j ¢ M|

e = {0 VAM)o{insi—]ijen i<
€N
o = {0\ (<insi)}
€N
U{<Z—><Z—|-1)) iEn,i;«én}
U{>Z—>>Z—1)) iEn,i;«él}
u { Ji+1) = L) |ie n,i;én}
Fiir die Kardinalitdt und o ergibt sich:
|BH"| = 1—|—(n—1)2 O'(BH") = nP+n?P-2n+2
—1
el = 1T ot =
O = 3n—2 o(O"y = 8n—6
Beispiel 15:
Fir I, st
EEIEIEIRIFIEIEIE
1 X X X X X
I, = [2 x | x| x| x| x
3 X X | X X X
4 X X X X X
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(<1,<2,3, <5154 = 1), (<2,3,<4,51,52,53 = 1),
(<2,<3,<4,51,52,54 = 1), (<1,3,<4,51,52,53 = 1),
(<1, <4,51,52,53,54 = 1), (<2,<4,51,52,53,54 = 1),
(<3,<4,51,52,53,54 — 1)}

Ll = {(0— <1,c2,63, 4,51 | <223, <4,51,52 | <3,<4,51, 52,53 |

<4.>1,52,53,54),

(<152 = 1), (<1,»3 = 1), (<154 = 1),
(<2,53 = 1), (<2,54—= 1), (3,54 — 1)}

O = {(0 = <1,51|<2,52]<3,53 | <4,54),
(<l = <2), (<2 = <3), (3= <4),
(>2 = >1), (33 = >2), (34— 3),
(<1,52 = 1), (<2,53 = 1), (<3,54 — 1)}

Biordinalskalen. M, ,,, := (n,n, <) ,m,
Sei M; :={<t, <(e+1),...,<n}und N;:={5(n+1), >(n+2), ..., >i}.

gl = {{
U

¢En¢<n—@
s ) Asi > AN) [ nt2<i<ntm)

iEn}

U

Mn,m
Etv = {
U

iEnJ<n}

A

ﬂ—+AA®‘n+1<i§n+m}

(<Z/\>]) — J_)

U iEn,n<j§n—|—m}
OMim — { —<nVs n—l—l))}
U

(<Z — <(Z + 1)

iEnJ<n}

A

>i%Z@—U‘n+1<i§n+m}

(<nAs(n+1) = 1)}
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Fiir diese Menge ergeben sich folgende Werte:

|BMm | = 2n 4 2m —3
9 9
2 2
Mnm
L4 = (m+1)(n+1)-2
U(,CIXJH"”") = n(n +3) + m(m +3) + 2mn — 2
2 2
|OMnm | = m4n o(OMrmy = 2m 4 2n
Beispiel 16:
Fir My 5 ist
1 X X X
2 X X X
3 X | X
ML, —
? 4 X
5 X
6 x | X
7 X | x| X

BM4’3 = {(@ — §4 | 25), (§1,§4 — §1,§2,§3,§4),
(§2,§4 — §2,§3,§4), (25727 — _5,2 727),
(§1725—>J_), (§2725—>J_), (§3725—>J_),
(§47Z5 — J_), (§47Z6 — J_), (§47Z7 — J_)}

L = {0 = <4 ]55), (<1 = <1,<2,3,<4), (<2 = 2,23, 4),
(<3 = <3.<4), (6 = 55,56), (57— 5,56,57),
(§1725—>J_), (§1726—>J_), (§1727—>J_), (§2725—>J_),
(§2726 — J_), (§2727 — J_), (§3725 — J_), (§3726 — J_),
(<3,57 = 1), (<455 = 1), (4,56 = 1), (<457 = 1)}

OM4’3 = {(@ — §47Z5)7 (Sl — §2)7 (SZ — §3)7 (33 — §4),

(56 = 5), (57— 56), (<455 = 1)

Dichotome Skala. D := ({0,1},{0,1},=)

Die dichotome Skala ist ein Spezialfall der Nominalskala und der Biordinalskala.

5° = {—ovi), 0n1— 1)}
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Ly = oF = B?
Beispiel 17:
_Joft
D = |0} x
1 X
Kontranominalskalen. N7 := (n, n, #)
Sei N;:={jen|i#j}.
5% = {(AD=V AN, (Afit=0)}
€N 1€n
Ly = BN
Fiir diese Menge kumulierter Klauseln gilt:
B = 2 o(Bn) = n?
Beispiel 18: Wir betrachten Nj:
I ENEIEREY
1 X | x| X
Ny, = |2 x X | X
3 x| x X
41 x| x| x
BY = {(0—2,3,4]1,3,4|1,2,4]1,2,3), (1,2,3,4 = 1)} .
17 Beschreibende Menge fiir Standardskalen
Sei P := (P, <) eine beliebige geordnete Menge. Dann kann man unter Verwen-

dung von P die verschiedensten Skalen konstruieren. Es ist allerdings ziemlich

schwierig, wenn nicht gar unmoglich, allgemeine Formeln fiir B, L4, oder O anzu-

geben, weil dabei die Struktur von P sehr stark mit eingeht. Es sollen hier zumin-
dest beschreibende Mengen fiir die wichtigsten dieser Standardskalen angegeben

werden. Sei < die zu P gehérige Nachbarschaftsrelation, fiir zwei unvergleichbare

Elemente a, b € P schreiben wir al|b.
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Allgemeine Ordinalskala. Op := (P, P, <).

L0 = {(a—>/\b)

a<b
U {(a ANb— \/max(ai Nbl)

Beispiel 19: Sei (P, <) eine geordnete Menge mit 6 Elementen und dem neben-

a € P\maX(P)} U {(@ — \/maX(P)}

a,be P, aHb}

stehenden Liniendiagramm.

[ [e[beldlelT]
a || x X | x| x| x
b X | X | x| x| X c d
Op = C X X | %
d x | x| x a b
e X
f X (P,S)

£ = {la—cd), (b= cd), (c=ef), (d=ef), (0—e]f)
(a,6—= 1), (¢,d = alb), (e,] = c[d)}
Kontraordinalskala. Q% := (P, P, #).

L£oF = {(a—>/\b)

a<b

U {(/\min(P\A@ -\ \P\ab) ‘ ACPA Antikette}

a€A

ae P\ maX(P)} U {(min(P) = J_)}

Beispiel 20: Wir verwenden dieselbe geordnete Menge wie im vorhergehenden
Beispiel.

[ lalb]
X

XX | X || &

XX | o

X

cd
Oop =

XXX | X | @

XX [ X | X | X || =

0|0 | T
X

X

L9 = {(a = e, d), (b= cd), (c—e f), (d— e, f), (a,b— 1),
(c,d = alb), (e, f = c|d), (D—=¢e]|f)}

Ein Spezialfall der Kontraordinalskala ist der Kontext (B(S5),B(S5), 2) fir
eine beliebige Menge S. Wegen A 2 B < BN (S\ A) # 0 ist dieser Kontext



17 BESCHREIBENDE MENGE FUR STANDARDSKALEN 65

isomorph zu (P(5), P(S5), A) mit XAY <= (X NY) # (). Fir diesen ergibt
sich als beschreibende Menge:

= {asViap|acs a#u{da - A B
ag€A a€BCS
Allgemeine Interordinalskala. Ip := (P, P, <) | (P, P, <).

aES}

Lr = {(Sa—>/\§b)

a€ P\ maX(P)}

a<b
U{za—= A\ sb)|ae P\ min(p)}
a>b
U {(Sa/\gb—> \/ <c)|a,be P, aHb}
c€max(anbl)
U{(Za/\zb—> \/ ZC)‘CL,[)EP, Cle}
c€min(atnbt)
U{(cansb—1)|aber a<bf
{0\ sen<a)}
a€P

Beispiel 21: Wir verwenden wieder die geordnete Menge aus Beispiel 19.

| [cafb]cefcd]ce|of [sa]sb]se]sd]se]sf

a X X X X X X
b X | X | X | x| x X
Ip = |[¢ X X | x| x| x| x

d X | X | x| x | % X

e X X X X X X

f X | x| x| x| x X

L = {(ca— <e,<d), (b= co,<d), (<= <e,of), (<d = <e,< ),
(z¢ = »a,5b), (3d = >a,5b), (e = 5e,5d), (5f = »e,5d),
(<a,<b— 1), (<c,<d = <a | <b), (<e,<f = <c] <d),
(>a,5b = >cl>d), (e2d = se|5f), (e,>f = 1),
(<a,>¢ = 1), (ca,>d = L), (<bye = 1), (<b>d — 1),
(SC7Z€ — J-)v (Sc72f — J-)v (Sd726 — J-)v (Sd72f — J—)v
(0= <ca,>a | <bsb|<e,ne| <d,sd ] <e,5e | <fixf)}
| (P, P, £).

Konvexordinale Skala. Cp := (P, P, #
Sei M, :={4b|b & min(P \ al)} |

e = {0\ Am))

a€P
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a€ P\ maX(P)}

U {(Za — /\ +0)

U{(ga— N\ gb)|ae P\ min(p)}
U{(/\Mau{za}éj_) aEP}
U{(/\MaU{ga}%L) aEP}

Beispiel 22: Wieder wird die geordnete Menge aus Beispiel 19 verwendet.

Cp =

Es ist dann M,

20 | g0 g pd | ge| pf | ga | gb | gc| gd | ge | 2f
a X | x| x| x| x X
bl x X | x| x| x| x
c X | x| x | x| X X
d X X | x| x| x| x
e X | X | X | x| X X
f X X | X | x| x| X

= {Zb7$b}7 Mb = {Za,$a}, Mc = {Zd7$d}7 Md = {Zc,ﬁc},

M. :={xf,¢f}, My :={xe, ge}. Damit ist

Lo =

{0 = 2b,2b | ya,za | gd, zd [ ye, zc | pe,ze | 2, 2f),

(za = g, pd), (b= yepd), (ye— ge,5f), (3d = pe. 1),
(ge = za,zb), (zd = za, zb), (ge = z¢,2d), (¢f — z¢, zd),
(30, 40, 5a — 1), (ya,ga,3b— 1), (yd,gd,yc— 1),
(yeogepd = L), (gf.gfipe = L), (ze.gezf — 1),

(20, 2bs ga = L), (ya, ga,zb — L), (3d, zd, zc = 1),
(yergegd = L), (gf.gfoge = L), (ze.ge,2f — L)}

18 Ein umfangreicheres Beispiel

Hier sollen an Hand eines grofleren Beispiels noch einmal einige Verwendungsmog-
lichkeiten kumulierter Klauseln fiir die Formale Begriffsanalyse demonstriert wer-
den. So kommen z.B. Skalierungen mit kumulierten Klauseln, ableitbare Merk-
male und die Arbeit mit eingeschrankten Merkmalsmengen zu Einsatz. Die Daten
und Skalierungen wurden aus einem Beispiel in [P97] {ibernommen und basieren
auf einem Ausriistungskatalog fiir Camping- und Wanderbedarf [KF96].

Die Algorithmen aus Abschnitt 13 wurden in der Programmiersprache C' + +

implementiert

und fiir die Berechnungen verwendet. Trotz der relativ grofien

Merkmalsmenge und einer grofiziigigen Programmierung war die Laufzeit er-

staunlich gering.
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Beispiel 23: Wir betrachten den mehrwertigen Kontext Schlafsdcke der Abbil-
dung 1. Seine Gegensténde sind Schlafsicke unter 1,85 m Léange, denen durch die

K H Hersteller H Temperatur 7' | Gewicht G ‘ Preis P ‘ Fillmaterial F
One Kilo Bag Wolfskin 7 C 940 g 149,- | Liteloft
Sund Kodiac 3C 1880 g 139,- | Hohlfaser
Kompact Basic Ajungilak 0° C 1280 g 249,- | MTI Loft
Finmark Tour Finmark 0° C 1750 g 179,- | Hohlfaser
Interlight Lyx Caravan 0° C 1900 g 239,- | Termolite
Kompakt Ajungilak -3° C 1490 g 299,- | MTI Loft
Touch the cloud Wolfskin -3 C 1550 g 299,- | Liteloft
Cat’s Meow The North Face -7° C 1450 g 339,- | Polarguard
Igloo Super Ajungilak -7° C 2060 g 279,- | Terraloft
Donna Ajungilak -7° C 1850 g 349,- | MTI Loft
Tyin Ajungilak -15° C 2100 g 399,- | Ultraloft
Travellers Dream || Yeti 3C 970 g 379,- | Génsedaune
Yeti light Yeti 3C 800 g 349,- | Génsedaune
Climber Finmark -3° C 1690 g 329,- | Entendaune
Viking Warmpeace -3° C 1200 g 369,- | Génsedaune
Eiger Yeti -3 C 1500 g 419,- | Génsedaune
Climber light Finmark -7° C 1380 g 349,- | Génsedaune
Cobra Ajungilak -7° C 1460 g 449,- | Entendaune
Cobra Comfort Ajungilak -10° C 1820 g 549,- | Entendaune
Foxfire The North Face -10° C 1390 g 669,- | Génsedaune
Mont Blanc Yeti -15° C 1800 g 549,- | Génsedaune

Abbildung 1: Kontext Schlafsécke

mehrwertigen Merkmale Hersteller H, minimale Komforttemperatur (kurz Tem-
peratur T'), Gewicht (&, Preis P und Fiillmaterial F' bestimmte Auspragungen zu-
geordnet werden.

Zunéchst wird der Kontext skaliert:

Hersteller:

Auf dieses Merkmal soll im folgenden verzichten werden, schliellich wollen wir

keine Firmen bewerten.

Temperatur:

Die minimale Komforttemperatur wird in 4 Klassen eingestuft, welche nominal
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skaliert werden:

| Ky | Ti7r [ Ts0 [ To1a—7 | T35 |
0°C<T< 70 x
0 <T< 0°C X
15°C<T < —7°C X
T< _15°C x

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

£ = {0 =Tz | Toeo | Toraer | Tois),
(TI..77T—6..0 — J_), (Tl..77T_14“_7 — J_)7 (1—‘1“77 T_15 — J_)7
(T-6.0,T-14.—7 = L), (T—6.0,T-15 = L), (T-14.—7,T—15 — L)}

Gewicht:
Das Gewicht wird in 5 Klassen eingeteilt und interordinal skaliert:

| Kea || G <1000/ G'<1400| G <1700]G <2000/ G> 1000| G > 1400 G > 1700 G'> 2000 |
0g <G<1000g X X X X
1000 ¢ < G < 1400 ¢ X X X X
1400 ¢ < G < 1700 ¢ X X X X
1700 ¢ < G < 2000 ¢ X X X X
20009 <G | | | | x X X X

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

£ = {0 = G<io00 | G<1a00, G>1000 | G100, Gs1400
| G<a000, Gs1700 | Gi>2000)5
(Ggmoo — G§1400), (G§1400 — Ggwoo), (Ggwoo — G§2000)7
(G>1400 — G>1ooo), (G>1700 — G>1400), (G>2000 — G>1070)7
(Ggooo, G's1000 = J—), (G§14007 G's 1400 — J—),
(G§1700, G's1700 = J—), (G§20007 G's2000 — J—)}

Preis:
Es werden drei Preisgruppen unterschieden: billig, mittelteuer und teuer. diese sind
nominal skaliert.

| Kp || billig | mittelteuer | teuer |
0 DM < P < 250 DM X
250 DM < P < 400 DM X
400 DM < P X

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

L5 = {(D — billig | mittelteuer | teuer),
(billig, mittelteuer — L), (billig, teuer — L),
(mittelteuer, teuer — L)}
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Fillmaterial:
Auch das Fiilllmaterial wird in drei Gruppen unterschieden, diese werden nominal
skaliert.
| KF || FFaser | FLoft | FDaune |
Hohlfaser, Termolite, Polarguard X
Liteloft, MTT Loft, Terraloft, Ultraloft X
Entendaune; Gansedaune X

Dieser Skalenkontext wird beschrieben durch

EKP — {(® — FFaser | FLoft | FDaune)7 (FFasem FLoft — J—)a
(FFasem FDaune — J—)a (FLoft7 FDaune — J—)}

Somit erhalten wir den skalierten Kontext Kz,;, der in der Abbildung 2 darge-
stellt ist (die einzelnen Skalenmerkmale im Tabellenkopf entsprechen denen der
Skalenkontexte, dem ist es Autor einfach nicht mit ¥TEX gelungen, die einzelnen
Spalten ansprechend zu beschriften).

Gegeniiber dem K enthélt dieser Kontext eigentlich nur 18 verschiedene Ge-
gensténde, die Auspragungen der Schlafsécke Finmmark Tour und Interlight Lyx
sind gleich, ebenso fiir die Paare Kompakt - Touch the cloud und Travellers
Dream - Yeti light. Fiir diesen Kontext erhalt man als eine beschreibende Menge:

LEskat .— pRr (g pRe () pKe g pRe g {a];fskal} 7

wobei

a];fskal — (@ N \/ /\gIskal) 7

geG

die kumulierte Klausel mit der leere Pramisse und den Auspragungen der Ge-
genstinde als Konklusionsmengen ist. Diese beschreibende Menge ist zugegebe-
nermaflen nicht sehr informativ, wenn man sich fiir die Beziehungen der Merk-
male interessiert, sie verdeutlicht aber die Starke der beschreibenden Mengen der
einzelnen Skalen.

Die Basis B%*al hat {ibrigens 187 Elemente, im Gegensatz dazu enthilt £%skal
lediglich 27 kumulierte Klauseln.

In [P97] werden nun mit Hilfe von Terminologien weitere Merkmale M, :=
{Daune, Kunstfaser, gut, akzeptabel, schlecht} abgeleitet. Fiir das Beispiel und mit
der oben angegebenen Skalierung konnen diese Merkmale auch aussagenlogisch
beschrieben werden:

Daune := Fhaune
Kunstfaser := FFacer V Floft
gut := (717 A Geiooo) V (T6.0 N G<ra00)

V (T 1427 A G<inoo) V (T-15 A G<ao00)
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Ksgar Temperatur T' Gewicht G Preis P Fillm. F
One Kilo Bag X X | X | x| X X X
Sund X X | X | X | X X X
Kompact Basic X X | X | x| x X X
Finmark Tour X X | x| x| x X X
Interlight Lyx X X | X | x| X X X
Kompakt X X | x| x| x X X
Touch the cloud X X | x| x| x X X
Cat’s Meow X X | X | X | X X X

Igloo Super X X | X | x| X X X
Donna X X | X | X | X X X
Tyin X X | X | x| x X X
Travellers Dream || x X | X | x| x X X
Yeti light X X | X | x| X X X
Climber X X | X | X | X X X
Viking X X | X | x| X X X
Eiger X X | X | x| x X X
Climber light X X | X | x| X X X
Cobra X X | X | X | X X X
Cobra Comfort X X | X | x| x X X
Foxfire X X | x| x| X X X
Mont Blanc X X | X | x| X X X

Abbildung 2: Der skalierte Kontext Kz,

akzeptabel = (TI..’? A G§1400) vV (T_6“0 A G§1700)
V (T 1427 AN G<ao00) V T-15
schlecht := (717 A Gs1a00) V (T—6.0 N Gs1700)

vV (T_14..—7 A G>2000)

Die Merkmale gut, akzeptabel und schlecht leiten sich aus dem Verhaltnis von
minimaler Temperatur und Gewicht her: Je leichter ein Schlafsack ist, desto we-
niger ist er im allgemeinen fiir niedrige Temperaturen geeignet. Das Verhaltnis
von Gewicht und Temperatur wird dann als schlecht bezeichnet, wenn ein Schlaf-
sack trotz hohen Gewichts nicht fiir niedrige Temperaturen geeignet ist. Dase
wird in der Definition fiir schlecht einfach iiber die Skalenmerkmale ausgedriickt.

Wir geben jetzt fiir diese Merkmale ausreichende Mengen induzierender und
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rickwirkender kumulierter Klauseln an:

'CDaune

EKunstfaser

'Cgut

'Cakzeptabel

'Cschlecht

{(FDaune — Daune), (Daune — Fpaune)}

{(Fraser = Kunstfaser), (Fror — Kunstfaser),
(Kunstfaser — Fraser | FlLoft) }

{(T1.~, G'<io00 = gut), (1_¢. o, G<ia00 = gut),
(T-14..—7, G<iroo — gut), (1_1s, G'<2000 =+ gut),

(gut = 1.7, G<io00 | T-6..0, G<1400

| T_14.—7, G<rroo | T-15, G<2000) }

{(T1.7,G< 1400 — akzeptabel),

(T_6..0, G<1700 — akzeptabel),

(T_14..—7, G<2000 — akzeptabel), (1_5 — akzeptabel),
(akzeptabel — 7' 7, G<1a00 | T-6..0, G<1700

| T_14.—7, G000 | T-15)}

{(T1.7, G's1400 — schlecht), (T_6. 0, G's1700 — schlecht),
(T-14..—7, G's2000 — schlecht),

(schlecht — T1..7, G>1400 | T—6..07 G>1700 | T—14..—7, G>2000)}

Nach Satz 7 ist der dadurch mit den neuen Merkmalen M 4 entstehende Kon-
text durch L%+ U L£p,une U LkunstfaserJ Lgut U Lakzeptabel U Lschiecht beschrieben. Daher
kénnen wir eine erzeugende Menge fiir die Theorie von Ky, iiber den Merkmalen
N := M4 U {billig, mittelteuer, teuer} mit den Algorithmen aus Abschnitt 13 er-
mitteln. Man beachte, dafl dies nur iiber die kumulierten Klauseln geschieht, die
tatsdachlichen Auspragungen der ableitbaren Merkmale werden nicht verwendet.

BEskatn

:= {(billig, mittelteuer, Daune, akzeptabel — L),
(billig, mittelteuer, Kunstfaser, akzeptabel — L),

billig, mittelteuer, Kunstfaser, schlecht — L),
billig, teuer, Daune, akzeptabel — L),

billig, teuer, Kunstfaser, gut, akzeptabel — L),
billig, teuer, Kunstfaser, schlecht — L),

billig, Daune, Kunstfaser, gut, akzeptabel — L),
billig, Daune, Kunstfaser, schlecht — L),

billig, Kunstfaser, gut, schlecht — 1),

billig, Kunstfaser, akzeptabel, schlecht — L),
mittelteuer, teuer, Daune, akzeptabel — L),

mittelteuer, teuer, Kunstfaser, akzeptabel — L),
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mittelteuer, teuer, Kunstfaser, schlecht — L),
mittelteuer, Daune, Kunstfaser, akzeptabel — L),
mittelteuer, Daune, Kunstfaser, schlecht — 1),

mittelteuer, Daune, akzeptabel, schlecht — 1),

(

(

(

(

(mittelteuer, Kunstfaser, gut, schlecht — L),
(mittelteuer, Kunstfaser, akzeptabel, schlecht — L),
(teuer, Daune, Kunstfaser, akzeptabel — L),
(teuer, Daune, akzeptabel, schlecht — L),
() — teuer, Daune, akzeptabel,

| mittelteuer, Kunstfaser, schlecht,

| mittelteuer, Kunstfaser, akzeptabel,

| mittelteuer, Daune, akzeptabel,

| billig, Kunstfaser, schlecht,

|

billig, Kunstfaser, gut, akzeptabel) }

Wenn man diese Menge betrachtet, bemerkt man, dafl bei kumulierten Klauseln,
die eine leere Konklusion haben, in den Pramissen jeweils zwei gegensitzliche
Merkmale auftauchen (z.B. teuer und mittelteuer, gut und schlecht). Schaut man
sich deshalb die Merkmale von N an, so sieht man rasch, dafl es sich dabei
um drei in gewisser Weise unabhingige Mengen Hp := {billig, mittelteuer, teuer},
Hp := {Daune, Kunstfaser} und Hg := {gut, akzeptabel, schlecht} handelt, deren
innere Zusammenhénge durch kumulierte Klauseln beschrieben werden kénnen:

Hp = {(0 — teuer | mittelteuer | billig), (mittelteuer, teuer — L),
(billig, teuer — L), (billig, mittelteuer — L)}

Hpr := {(Daune, Kunstfaser — 1), () — Kunstfaser | Daune)}

Hqo := {(akzeptabel,schlecht,— 1), (gut,— gut,akzeptabel),

() — schlecht | akzeptabel)}

Auch in diesem Fall reicht dann eine einzige exhaustive kumulierte Klausel, um
diese Mengen zu einer beschreibenden Menge zu vervollstandigen, ndmlich

() — teuer, Daune, akzeptabel | mittelteuer, Kunstfaser, schlecht
| mittelteuer, Kunstfaser, akzeptabel | mittelteuer, Daune, akzeptabel

| billig, Kunstfaser, schlecht | billig, Kunstfaser, gut, akzeptabel)

Dieses Frgebnis fiithrt zu zwei Schliissen: Beim Arbeiten mit tatsédchlichen Anwen-
dungen, insbesondere bei der Merkmalsexploration iiber skalierten Kontexten, hat
man es hauptsidchlich mit kumulierten Hornklauseln zu tun, ,echte” kumulierte
Klauseln treten eher in der Minderzahl auf.
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Die zweite Feststellung ist folgende: Die ganzen Informationen des Kontextes,
die in [P97] mit Hilfe der Terminologie aus dem Kontext herausgearbeitet wurden,
sind entweder trivialer Weise schon in den Skalen enthaltem, z.B.

o [s gibt keine Schlafsécke, die billig und teuer sind.
e Ein Schlafsack besteht entweder aus Kunstfaser oder Daune.
o Alle guten Schlafsécke sind akzeptabel.

oder lassen sich aus der einzelnen obigen kumulierten Klausel ablesen, z.B.

e Alle Daunenschlafsacke sind akzeptabel.

o Es gibt keine billigen Daunenschlafsécke.

e Billige Kunstfaserschlafsicke sind entweder gut oder schlecht (es gibt also
keine ,mittelméafBigen“ Schlafsdcke dieser Art).
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o Die kumulierten Klauseln bilden eine Klasse von aussagenlogischen Termen,
die einerseits Mengensysteme vollstdndig charakterisieren, andererseits sehr
anschaulich sind und somit besonders geeignet fiir Anwendungen, mit denen
hauptsichlich Nicht-Mathematiker arbeiten. Insbesondere zahlt dazu die
Merkmalsexploration der Formalen Begriffsanalyse.

o Der syntaktische Ableitungsbegriff ermoglicht die informationsverlustfreie
Reduzierung von Mengen kumulierter Klauseln. Unter bestimmten Gesichts-
punkten sind dabei verschiedene solcherart reduzierter Mengen zu bevorzu-
gen: Schlichte Mengen, wenn vorhandene Erzeugendensysteme verwendet
werden sollen, bzw. die Basis B auf Grundlage der Pseudomodelle, wenn
nur die Modellklasse bekannt ist, bzw. transitivitatsvermeidende Mengen,
die in den Berechnungen mit kumulierten Klauseln gute Komplexitatsei-
genschaften haben.

e Die kumulierten Hornklauseln bilden eine gut zu handhabene Unterklasse
der kumulierten Klauseln. Auch sie zeichnen sich dadurch aus, daf§ es fur
sie Algorithmen mit geringem Aufwand gibt.

e Trotz dem die Berechenbarkeitsprobleme mit kumulierten Klauseln in NP
und coNP liegen, hat man es in Anwendungen meist mit polynomialen
Spezialfillen zu tun.

o Die kumulierten Klauseln lassen sich gut zur Beschreibung der Gegen-
standsinhalte von formalen Kontexten verwenden. Sie sind im Vergleich
zu Implikationen sogar besser geeignet, komliziertere und weitergehendere
Sachverhalte in Kontexten darzustellen.

e In diesem Sinne wurden in der vorliegenden Arbeit auch eine Reihe von Al-
gorithmen vorgestellt, die direkt bei der Merkmalsexploration der Formalen
Begriffsanalyse Verwendung finden koénnen.



